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THEORIE GENERALE DES COURBES ALGEBRIQUES. 



I. — Les polaires d'un point relativement a one conrbe. 

A la th^orie des coniques devraienl succ^der naturellemeDt celle 
des courbes du troisi^me ordre ou de la troisl^me classe, et cor- 
r^Iativement la th^orie des formes ternaires cubiques. Cependant 
un grand nombre des questions qu^on rencontre dans cette ^tude 
peuvent sans grande difiiculte recevoir imm^diatement une r^ponse 
^^n^rale, applicable aux courbes d'un ordre quelconque; en m^me 
temps ces considerations g^n^rales nous permettront d'obtenir 
par avance des vues plus precises sur les diverses propriet^s inva- 
riantes et sur les figures covari antes qui se rencontrent d^ja dans 
les courbes du troisi^me ordre. Si dans ce qui suit nous entre- 
prenons d^esquisser dans ses traits fondamentaux une th^oric des 
courbes alg^briques, c'est done d'abord au minimum dans Tin- 

Clebscd. — G^mHric, II. 1 
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tention d'acqu^rir des points de vue nouveaux suivant lesquels la 
th^oric des courbes sp^ciales doit 6tre abord^e; pour pr6ciser, 
c'est surtout la determination de certains nombres caract^ristiques 
d^une courbe qui doit nous occuper. U va de soi que nous nous 
bornons aux propri^tes projectives des courbes, c'est-i-dire aux 
propri^t^s qui ne sont pas alt^rees par une transformation lin^aire 
(dontle determinant n'estpas nul). Plus tard cependant, viendront 
s^ajouter a cette etude des recherches correspondant en un sens a 
des notions plus g^n^rales que celles don#i$es par la th^orie des 
invariants des transformations lineaires. Ces recherches sont rela- 
tives a la question de savoir quelles sont les propri^t^s d*une 
courbe qui restent invariables dans une transformation quelconque 
rationnelle (non lin^aire), et ouvrent ainsi k notre exploration 
un champ notablement plus vaste.- 

Une courbe du /!**"• ordre est donn6e par une Equation homo- 
g^ne dans laquelle les variables x^ , x^, Xa entrent a la /!**"• dimen- 
sion. Si nous ordonnons cette Equation suivant les puissances 
de Xzy nous rcconnaissons qu'elle renferme en g^n^ral 

I-f-2-h3-f-...-h«-f-I = i '-^ ' 

2 

coefficients. L'un de ces derniers pent toujours 6tre pris egal a 

1 unite ; la courbe depend done de ' — i = 

constantcs. Comme main tenant la condition que la courbe passe 

par — i — '■ — - points donnas fournit autant d'dquations lineaires 

pour la determination des coefficients (*), nous pouvons ^noncer 
ce theor^me : 

Vne courbe est en general determinee par — de ses points. 

Nous mentionnons ici ce r^sultat en passant, devant plus tard 
approfondir les questions qui s y rattachent. Nous allons, en pre- 
mier lieu, aborder F^tude du systeme des points d'intersection 
d'une droite avec une courbe. Soit 



(') Voir Ic ri'Bttltat correspondant pour lei coniques, t. I, p. 6a. 
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r^quation de cette demi^re. On obtient ses points de rencontre 
avec la ligne qui joint deux points j* et z en posant (t. I, p. 93) 

(l) { X, = Xj ^, -+- X, 2„ 

Si nous d^velopponsysuivantles puissances de — » il vienl {voir 

t. \y p. a52, le r^sultat correspondant en ce qui concerne les formes 
binaires) 

I o = x^rtj* H- /iXj~* xjfl"~* a. 

La lol de formation des coefficients de ce d^veloppement sous 
forme non symbolique est imm^diatement donn^e par le th^or^mp 
de Taylor. Si nous posons 



I 

nous avons la formule r^currente 

/ ^D*/" dD*/ dDV 

(3) j ^ *" dx^ dxt dy^ 

Nous pouvons aussi inversement trouver d'une mani^re tout k 
fait analogue chaque coefiicient de Tequation (a) au moyen du 
suivant ; car on a 

La signification g6om£trique des Equations 

D/=ro, D»/=o, ..., DV=o, ..., DV=o 

2. 
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est connue d*apr^s ce qui a ^te dit sur les formes binaires (t. I, 
p. 253) . Par la substitution ( i ) nous avons introduit sur la ligne qui 
joint j^ et z une determination binaire de coordonn^es (xf, Xs). Les 
points d'intersection de la droite jz avee la courbe qui corres- 
pondent aux n racines de (2) donnent les n points d'une forme 
binaire. Les Equations Dy= o repr^sentent par suite surlaligne j^z 
les differents syst^mes polaires du point z relativement aux points 
fondamentaux. Ainsi, par exemple, Df=o est la condition pour 
que y appartienne au premier groupe polaire de z, ou z au 
(/I — ly*"** groupe polaire dey relativement au syst^rae de points 
consider^. Si done nous faisons dans {^)j' constant et z variable, 
I'ei/uation 

donne une courbe d'ordre k dont les k points d' intersection auec 
une droite passant par yforment le [n — J^y^me sjsteme polaire 
du point y relativement aux n points d' intersection de la droite 
avec la courbe originairef=> o. La courbe elle-m^me est appel6e 
la {/I — /r)'*"* courbe polaire ou [n — ^J**"* polaire de j- par rap- 
port k la courbe primitive (^). Les intersections de chaque polaire 
D*y = o avec celles d'ordre imm^diatement superieur D*^*y*= o 
ont d'ailleurs une importance particuli^re : c'est ce que Ton recon- 
nait en consid^rant avec attention T^quation de la tangente en un 
point d'une courbe. 

Le pointy pent ^tre en effet situ^ sur la courbey= o, ce qui 

donne 

Do/= «; = o. 

Alors dans T^quation (2) le premier terme disparait, et un fac- 

teur — se trouve s^par^ : T^quation a une racine — = o, comme 

cela doit £tre. Si nous imposons maintenant la condition qu'un 
nouveau point d'intersection de la droite j^z se confonde avec j^, 

c'est-i-dire qu'un nouveau facteur — se separe dans (2), Df doit 

n^cessairement s'annuler en m^me temps que D®y, ce qui donne 
une Equation lin^aire par rapport a z. Or nous avons d^sign^ sous 

(*) Sur Torigine et le developpement de cette theorie, voir la note de la page a53 
du tome I. 
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le nom de tangente une ligne droite qui coupe la courbe en deux 
points coincidents (t. I, p. 35). Done V equation de la tangente 
defz=, o au pointy est (dans le cas de z variable) 

et les coordonn^es de la tangente sont 




(5) ^^««-|;' 

df 

Ici se pr6sente le probl^me qui consiste k effectuer au moyen 
de ces equations le passage de T^quation de la courbe en coor- 
donn^es points k son Equation en coordonn^es lignes. Cette der- 
niere s^obtient en ^liminant p, j'l, j^,, j^ entre les trois Equa- 
tions (5) et entre 

et c'est ainsi que nous sommes arrives au but lorsqu'il s*est agi des 
coniques (t. I, p. lOo). Ce probl^me d'elimination est n^anmoins, 
en g^n^ral, un probUme d'ordre ElevE, et sa solution directe offre 
de s^rieuses diflicult^s. U est d'autant plus important pour nous 
de nous trouver en mesure, par les m^thodes symboliques de la 
theorie des invariants et, au moyen du principe de translation, de 
ramener toute la question sur le terrain binaire, en sorte qu'il suf- 
fise d'efTectuer la formation du discriminant d'uhe forme binaire 
(t. I, p. 34/); et I'on a pour cela des m^thodesg^n^rales plus abrE- 
gees. Ce procEde a donnE pour la classe de la courbe du /i**"" ordre 
le nombre n[n — i), tandis que le degre de T^quation par rapport 
aux coefiicients a 616 trouvE Egal a a{/i — i). On arrive aussi au 
premier r^sultat par la reflexion suivante qui nous ram^ne aux 
polaires. 

Si dans T^quation de la tangente 



rt»->a- = o 



TOVB II. — CBAPITRB I. 



nous prenons le point z constant et le point y variable, cette 
Equation, jointe k 



o't. = o, 



determine sur la courbe primitive les points j^ dont les tangentes 
passent par z, e'est-a-dire les points de contact de ces tangentes. 
Ces deux courbes d'ordre ne\,n — i se coupent enn(n — i ) points ; 
on peut done mener de z ^ la courbe un nombre 6gal de tangentes, 
et par consequent la classe d'une courbe d' or dre n est en general 
egale an{n — i)(*)- D'une maniere analogue et en vertu du prin- 
cipe de dualite, Pordre d^une courbe de classe k doit aussi ^tre egal 
kh[k — i). En appliquant la nouvelle r^gle k la courbe donn^e 
de classe n [n — i), on arriverait a cette proposition contradictoire 
que la courbe donnee du tz**"® ordre serai t de Tordre 

n[n — i] (/I* — n — i). 

Cette contradiction se r^sout n^anmoins par un examen plus 
exact; car une courbe qui, comme figure engendr^e par un point, 
est de Tespece la plus g^n^rale, possede toujours, si on la con- 
sid^re comme engendr^e par une Hgne, des propri^t^s tres-parti- 
culi^res. Dans les coniques qui sont du deuxieme ordre et de la 
deuxi^me classe, cette particularity n'apparait pas encore sous le 
m^me aspect. Cependant une courbe du deuxieme ordre qui 
deg^n^re en un couple de lignes peut d^j^ nous servir comme 
cxemple de r^sultats semblables : il ne nous a pas ^t^ possible de 
representer la courbe enti^re en coordonn^es lignes (t. I, p. 129); 
Tequation nous donnait au contraire uniquement le sommet du 
couple compt^ deux fois; le retour de cette Equation en coor- 
donn^es lignes k T^quation en coordonn^es points pcrdait d'ailleurs 
toute signification. Pr^cis^ment pour cette raison, Texemple dont 
il s'agit ne peut donner aucune id^e applicable aux cas g^neraux. 
Un couple de lignes est, en effet, comme figure ponctuelle, du 
deuxieme ordre et de classe nulle. Ce n'est qu'a propos des 
courbes d'ordre plus ^lev^ que nous pouvons approfondir les fails 
de cette nature. 



( * ) La determination de ce nombre a et& donnee par Poncelet {yfnnales de Ger-^ 
gonne, t, VIII, p. ai4). 
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La vole suivie ici pour la determination des n{n — i) tangentes 
issues de z nous donne imm^diatement le theor^me suivant : 

Les n[n — i) points de contact des tangentes menees d'un point 
a line courbe du n'^"^^ ordre forment le systeme complet des 
intersections de la courbe ai^ec une courbe d' ordre n — ^9 gui est 
la premiere polaire du point z. 

Pour /I = 2 ce th^or^me n'exprime rien de special, car deux 
points sont toujours en ligne droite ; il en est autremcnt pour les 
courbes d'ordre plus eleve. Ainsi nous avons pour les courbes du 
troisi^me ordre six points de contact situ^s sur une conique, tandis 
que celte derni^re courbe est d^termin^e par cinq points. En 
general, une courbe d'ordre n — i est d^termin^e, d'apr^s ce qui 

precede, par — points, et notre theoreme expnme que 

les autres 

. (/I — (/l-f- 9.) (« — l)(/7 — 0.1 

nin — 1 ) — • ■ ■=. ^^ 

points, qui comply ten t le nombre des points de contact, sontsitues 
sur la m^me courbe d'ordre n — i . 

D'une mani^re semblable, D-y=:o, D'/'=o, ... sont des 
courbes des ordres /i — 2, n — 3 qui appartiennent a z suivant une 
regie completement d^termin^e. D'apr^s la loi de formation indi- 
qu^e a leur 6gard, on pent ^noncer leur d^pendance geometrique 
en disant que, de ni^me que Dy*=o est la premiere polaire de z 
relativement dif= o, de m^me D-^est la premiere polaire de z par 
rapport a T>fz= o, D'^ la premiere polaire par rapport a D-/ = o, 
et ainsi de suite. On pent, d'apres cela, ^noncer en g^n^ralle theo- 
reme suivant : 

La k'^'^'' polaire de z, relativement a la i'<^"*<? polaire de 2, prise 
par rapport it f^=. o, est la[i-^ j^yeme polaire de z relativement 
a/=o. 

Si Ton consid^re simultan^ment plusieurs points et qu'on forme 
toujours la A'*"" polaire de I'un relativement a la i'*"* polaire de 
Tautre, on pent ^noncer une s^rie de th^or^mes semblables, les 
m^mes que nous avons obtenus k regard des points situ^s sur une 
droite (t. I, p. 254)* U n'estpar consequent pas ndcessaire de s'ar- 
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r^ter de nouveau sur ces propositions; on pent, en eflet, les con- 
clure immediatement de celles qui ont d^j^ et^ d^montr^es. Nous 
mentionnerons seulement, a litre d^exemple, un th^or^me qui 
apparait comme une generalisation de la relation polaire ren- 
contree dans les coniques. De T^quation 

il r^sulte ce qui suit : Si j" est sitae suf' la A'^'"* polaire de z, z est 
sitae sar la [n — J^y^me polaire de y. 

Enfin la (/i — iy*«»« polaire d'un point j^ est toujours une ligne 
droite. Si en particulier le point est situ^ sur la courbe primitive, 
cette droite, d'apr^s (5), deviendra une tangente. Mais la droite 
dont il s'agit est en m^me temps la polaire lin^aire de y par rap- 
port a toutes les polaires d'ordre plus elev^, et par consequent la 
(n — I — ly*™* polaire de la i**"* polaire de j. 

Si done le pdle est sitae sur la courbe primitive, toutes ses pro- 
prcs polaires J passent et y touchent la courbe primitive. 

Comme, d'aprfes ce qui precede, la premiere polaire d'un pointy 
touche la courbe, deux des n(n — i ) tangentes que Ton pent mener 
en ce point k la courbe se confondcnt avec sa propre tangente. 
Donc.d\in point de la courbe on nepeut plus mener a celle-^i que 
n[n — i) — a tangentes. 

Nous avons determine les tangentes en faisant couper la courbe 
par une droite en deux points coincidents. Nous pouvons main te- 
nant rechercher quelles sont les droites qui rcncontrent la courbe 
en trois points consecutifs. Ces tangentes sont appeiees tangentes 
dHnJlexion; leurs points de contact, points d' inflexion, Leur 
designation vient de ce que dans un point de cette espece la courbe 
change le sens de sa courbure, ainsi qu'on le demontre regulie- 
rement dans les applications du Calcul diflferentiel k la Geometric 
[Jig' i)* Nous pouvons aussi nous faire une image de la forme 
de la courbe dans le voisinage d'un point d'inflexion par la 
reflexion suivante (*). En general, la tangente tourne d'une ma- 
niere continue autour de la courbe, tandis que son point de 

(') Voir Pluckkr, Theorie der algebrahchen Curven, Bonn, 1889. a* Section, §3. 



TBtOBIB cAlVltlALB BBS COCBBU ALG^BaiQEBS. 



9 



contact marche dans le m£me sens. Maintenant^ dans un point 
d^inflexion, deux tangentes successives coincident; donc^ tandis 
que le point continue a avancer r^guli^rement^ la rotation de sa 




£:ff 



/ 






tangente au point d'inflexion est nulie ; cette tangente s'arii^te un 
instant pour poursuivre aussitot 'sa rotation dans le sens oppos^, 
conformement aux iois de la continuity. C'est ce qui apparaitra 
avec Evidence si nous imaginons pour un instant {fig' 2) la 



Up. 2. 




courbe remplac^e par un polygone. Le point d^crivant (x) s'avance 
sur la droite enveloppante (u) toujours dans la m^me direction; 
mais cetle ligne, apr^s avoir el^ dans lem^me sens de la position u 
a la position a', passe de 1/ a u" en tournant dans le sens oppos^. 
Si maintenant le mouvement devient continu et que le polygone 
devienne une courbe, la grandeur de la rotation de la tangente dans 
la position u' est nuUe. Done, tandis que les cot^s ^l^mentaires de 
la courbe restent comparables avec les precedents et avec les sui- 
vants, les angles de contingence a deviennent en u' infiniment 
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petits par rapport aux pr^c^dents el aux suivants, et cest ainsi 
que la jig. 2 se transforme en la Jig. i . 

Nous obtenons la condition analytique d^un point d'inflexion en 
imposant que parmi les trois points d*intersection de la droite j'2 
avec la courbe trois se confondent en j^. Dans I'equation (2) un 

facteur ( ~ ) doit se trouver separ6^ c'est-^-dire que les conditions 

D0/=:= < =: O, 
D/=:<-»«,=:0, 

DV=^J-2«| = o, 

doivent ^tre satisfaites simultanement. Sij^ est un point d'lnflexion, 
les deux dernieres Equations coexisteront conform^ment au raison- 
nement employ^, lorsque z sera sur la tangente de y. Mais T^qua- 
tion D^f= o ne pent ^Ire satisfaite pour chaque point de cette 
tangente qu'autant que D^frenterme Texpression Dycomme fac- 
teur. La conique 

B^/= llfik 2/ H- — o> 

dans Texpression de laquelle on a pos6/ik au lieu de 

doit par suite se decomposer en un couple de droites. La condition 
pour qu'il en soit ainsi est donnee par Tevanouissement du deter- 
minant de la conique, c*est-a-dire de celui qui est form^ avec les 
secondes d^riv^es partielles de/*, a savoir : 



I 

5^= 



=0 {•). 



fw yi9 fn 
ft\ Jit /ia 

En vertu des relations 
ce determinant sera donn^ sous forme symbolique, d'une manidre 



(' ) On a ajoute le facteur - 9 parce que A a ^t^ definl sous la forme symbolique 
sans I'indication de ce facteur. 
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II 



analogue a celui que nous avons appel^ determinant hessien dans 
la ih^orie des formes binaires, par 



^n-2 ^/i-S ^«-2 



6j ^, b\ b^ b^ 



C3 Cj 



= «,6,c3(«^c)fl;'.-^z,;-2c;-S 



ou, SI nous permutons a, b, c de toutes les mani^res possibles, et 
que nous prenions la somme des expressions ainsi obtenues(t. I, 
p. 334)* 



(6) 



A=:(rt3c)««;.-*/;;-2c«-*. 



Les points d'inflexion sont done d^termin<^s sur la courbe 
originaire par ses intersections avec une courbe d'ordre 3(7i — a), 
d = o. II est ^galement facile de montrer que chacune de ces inter- 
sections fournit un point d'inflexion de f= o. Si Ton pose en effet, 
conform^ment a la condition A = 0, 



il vient 



//A- = W, V^. -t- Vi Uk, 

1>'/=Z 2tt. f'-, D/==: Uy !•- -h Vy «-, Dy = 2 Uy Vy. 



Si maintenant D^f= o, Tune des deux quantites u^ ou Vy doit 
s'annuler. Si u^ = o, D/* sera 6gal a Uz i^yy c'est-a-dire ne diffe- 
rera de Uz que par une constante et par cons<5quent sera facteur 
deD-y, ce qui etait a demontrer. Nous avons par suite ce iheorfeme : 

Les points d' inflexion sont les points d' intersection de la courbe 
originaire /=- o avec la liessienne A = o j lear nombre est en 
consequence egal a Zn[n — 2)('). 

Toutefois la courbe A = on'est pas, a Tinverse, completement 
delermin^e par les seuls points d'inflexion, car, en tant qu'il 
s'agit uniquement de ses intersections SL\ecf= o, on peut la rem- 
placer par une courbe quelconque du systeme 

A -f- M/=z o, 



(•) Foir HcssE, Ueber die Wendepunhte der Curven dritter Ordnung {Journal de 
CreUe,X, 28). Le nombre des points d'infleEion a ete donne par Plucesk {ibid,^ 1. 12). 
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M ^tant une expression quelconque de I'ordre 

3(/i — 2) — /i = 2« — 6. 

Cette observation est specialement importante a regard des courbes 
du troisi^me ordre ; car, par une determination convenkble du fac- 
teur M, on arrive pour ces dernieres k obtenir d'une mani^re effec- 
tive les coordonn^es des points d4n(lexion par simple extraction 
de racines. 

Les points d'intersection de la tangente avec la courbe ne peu- 
vent ^tre r^unis au point de contact en norabre sup^rieur a trois, 
sans que les coefficients de /"satisfassent a des conditions particii- 
litres (*). En effet, le nombre des tangentes que Ton peut mener 
ay= o est simplement inflni, ct pour cette raison, d6s qu'on leur 
impose une condition, on n'en obtient d^ja plus qu'un nombre li- 
mite. 

La mani^re pr^cedente de determiner les points d'inllexion de- 
vient n^anmoins illusoire s'il existe sur la courbe des points dont 
la tangente est ind^termin^e, ce qui entraine cette consequence 
que la (n — 2)*®"" polaire se decompose en un couple de droites. 
Cela se pr^sentera toujours lorsque la courbe se traverse elle-m^me 
en un point {/ig- 3), auquel cas deux tangentes differentes sont 
en r^alite possibles. 

Fig. 3. 



1/ 




Dans un semblable point double de la courbe, T^quation de la 
tangente ne peut exprimer autre chose quel'annuiation simultanee 
de ses coordonn^es (5). Nous av^oju par consequent, pour un point 

double y ( en posanty} = - -r— | » les equations 

(7) /i = «r*«i = o» /« = < *«j = o, /, = a;'-» rta = o. 



(*) Voir, sur ces points elcv^s exceptionnels, Cbameu, Introduction h I'analfse des 
lignes courbes ; Gendve, 1750, p. 4^3, «t Caylet, Journal de Creile, t. 34. 
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Pour que ces relations soient satisfaites^ il est n^cessaire non- 
seulement que y ait une situation particuli^re, mais encore qu'il 
eiciste une relation entre les coefficients de la courbe, car nous 
pouvons eliminer les y entre les trois Equations (7). On n'a pas 
besoin d'avoir 6gard ^ T^quation de la courbe, parce qu'elle est 
satisfaite d^elle-m^me en vertu de 

La realisation de cette elimination conduira a une Equation 

dont il n'a pas ^X.€ possible jusqu'ici de determiner d'une mani^re 
abreg^e la loi de formation ( * ). On appelle Texpression R le dis- 
criminant de la courbe; c'est naturellement un invariant de la 
formey"; pour une conique, par exemple, elle se confond avec le 
determinant A=(a&c)^. En general, on a le th^oreme suivant: 

Le resultant de trois equations respectiifenient des ordres m, /i, 
etppar rapport a trois variables homogenes est du degre np re- 
lativement aux coejficients de la premiere, du degre mp relatiue- 
ment a ceux de la seconde, et du degre mn relatiifement a ceux 
de la troisieme. Pour la demonstration de ce theoreme, imaginons 
que les coordonnees des np points communs aux deux dernieres 
courbes aient ete calculees. Si main tenant les trois courbes doi- 
vent avoir un point commun, les coordonnees des np points dont 
il vient d^etre parie devront satisfaire identiquement k la premiere 
equation. On obtiendra done le resultant en formant le produit 
des np expressions deHvees de la premiere equation par la substitu- 
tion des coordonnees des np points precites. Or ces derniers ne 
dependent que des coefficients de la seconde et de la troisieme 
equation ; le produit est done du degre np par rapport aux coeffi- 
cients de la premiere equation, et, par consequent, puisque les 
trois equations dolvent etre employees symetriquement a la for- 
mation du resultant, du degre mp par rapport aux coefficients de 



(') Sylvester a fait, il est vrai, connaltre un procede qui donne, sous la forme d'un 
determinant, le resultat de trois equations du m^me ordre; mais le caract^re inva- 
riant du resultant n*en ressort pas clairement. Voir Salmo:!, Introductory lessons; etc. 
(third edition, art. 91). 
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la seconde Equation et du dcgr^ mn par rapport k ceux de la troi- 

si^me. 

L'application de ce th^or^me aux Equations (7) donne imm^dia- 

tement la proposition qui suit : 

Le discriminant d'une forme ternaire du /i'«^'»* ordre, cest-a- 
dire I' invariant dont I' cvanouissemcnt est la condition de ['exis- 
tence d'un point double dans la courbe correspondante d' ordre n, 
est du degre Z{n — i )^. 

Toule droite passant par un point double y a deux de ses inter- 
sections avec la courbe confondues en ce point; en effet, T^qua- 

tion (a) donne toujours alors deux racines -^ =0. Nouspouvons 

maintenanty de m^me que nous avons determine la tangente en 
un point quelconque, chercher quelles sont les droites qui cou" 
pent troisfois la courbe eny, Dans ce cas, z doit elre situ^ de telle 
sorte que Ton ait aussi 

D«/=: a^-'^al = UfaZiZk ^ o. 
Mais, comme j est un point double, nous avons, d'apr^s (7), 

le determinant des fik est done nul. Par suite, la [n — a)«>'»^ ^o_ 
laire du point double 

donne un couple de lignes, h savoir le produit des deux tangeiU.es 
au point double; la denomination de tangente est justifiee par 
cette circonstance que, parmi les trois points d'intersection de la 
droite en question qui sont confondus en y^ deux sont situes con- 
secutivement sur Tune des branches de courbe passant par j^, tandis 
que le troisi^me doit 6tre envisage comme un simple point de ren- 
contre aved'autrebranche [^fig* 3). L'evanouissement du determi- 
nant ^ montre en m^me temps que la presence de points doubles 
sur une courbe influe sur le nombre des points d'inflexion, car un 
certain nombre des points d'intersection des deux courbes est ab- 
sorbe par le point double ; nous donnerons plus tard la determina- 
tion exacte de cette influence. 

Pour trouver les coordonnees z//, vi des tangentes au point 
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double , nous devons, par cous^quent, poser 

fix = «l«'n 35/lJ = ^X^'t -+- •'! «*^ 
/« = ttj •'Ji 2/« = ttj t'j -H ''l «3» 
/33 = «a*'3. ^/si = «3»'l "+- «'3«Ii 

et, pour la resolution do ces Equations , il a ^te donn^ dans la thdo- 
rie des coniques des m^thode g^n^rales (t. I, p. i3o). II pent arriver 
en particulier que les deux lignes se confondcnt en une seule 
(Jig* 4); il vient alors 

/33 = «Ji /81 = «3«1- 

Un tel point de la courbe est ddsign^ sous le nom de point de 

Fig. 4. 




rebroussement ; il est caract^ris^ par le fait que les secondes d^- 
riv^es defy sont ^gales aux carr^s et aux produits de trois gran- 
deurs. 

Nous avons reconnu I'^vanouissement identique de D/* comme 
la marque distinctive d'un point double. On pent aller plus loin 
dans la m^me voie. Si Ton a en premier lieu D^y^o, on obtient 
un point triple et ainsi de suite : si pour un point quelconque 
D*~*y est identiquement mil, la courbe a en ce point un point 
multiple d'ordre k. Par point multiple d'ordre r, on entend un 
point par lequel passent r branches differentes de la courbe, c'est- 
a-dire tel que toute droite qui passe par ce pointy ait en comnuin 
ai^ec la courbe r points reunis, D'aprds la loi de formation ex- 
primee dans liquation (4)> toutes les autres polaires D*~*y*, 
D'^^fy ..., lys'^vanouissent identiquement; et I' equation 
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donne alors le produit des k differentcs tangentes du point en 
question. Car, en premier lieu, la courbe representee par cette 
equation a aussi en y un point d^ordre de mulliplicite hy puisque 
sa (A — iy*"« polaire, y etant pris pour p6le, n'est autre que 
Yy^^\fy et, par suite, s'annule de m^me independamment do z, 
Mais une courbe d'ordre h ayant un point multiple de k branches 
se decompose necessairement en k lignes droites, car autrement 
une droite men^e par le point multiple pourrait encore couper la 
courbe en un ou plusieurs points, et, par consequent, avoir avec 
elle plus de A* points communs, ce qui n'est pas possible. Ces 
lignes doivent toucher en j les differentes branches de la courbe 
originaire; car, si nous considerons un point voisin dcj^ sur D^ et 
que nous posions par suite Z|==j^/-h4?^n nous avons pour la de- 
termination des k directions d'avancement sur la courbe D^/'= o 
la mdme equation, 

^y ^dy — *^» 

que pour la determination des k directions d'avancement sur la 
courbe originaire, ce qui demontre la proposition precedente. Nous 
approfondirons plus tard la nature des points multiples et nous 
reconnaitrons alors dans une forte mesure Timportance de la theo- 
rie des polaires pour Tetude de ces points et pour la determination 
de leur influence sur le nombre des points d'inflexion, sur la classe 
de la courbe, etc. 

La theorie des polaires n'a toutefois pas moins d'importance si 
Ton se propose le probieme de Tinterpretation geometrique des 
formes symboliques. Le principe de translation nous a donne un 
moyen de resoudre cette question pour les formes adjointes en 
supposant que celles-ci ne renferment pas de facteurs du type 
[abc) ( ' ) ; la notion de la formation polaire permet mainlenant 
d'arriver au m^me but pour toutes les formes mixtes qui sont uni- 
quement composees de facteurs du type (abu) et a^. Negligeant, 
en eflel, d'abord tons les facteurs a", b^. qui se rencontrent dans 
une forme semblable, nous pouvons considerer les symboles a, 
6, . . . dans Texpression restante comme des symboles designant 



(*) Voir d'ailleiirs une Note sur co sujet dans le dernier Chapitre du tome III, k 
Toccasion de la theorie des formes mixtes lin^o-lineaires(connezcs). 
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la «•*"• la l?***"* polaire du point x, ainsi qu'il sera montr6 bientdt 
en detail par un exemple. La proposition g^om^trique representee 
par revanouissement de I'expression ainsi transform^e s'obtient 
alors conformement au principe de translation. On arrive, par 
exemple, aux formes mixtes de Tespece suppos^e ici , si Ton 
elablit non pas le produit des n[n — i) tangentes menses d^un 
point X a une courbe, roais le produit des Equations de leurs 
points de contact en coordonnees lignes. Ces points s^obtiennent 
comme ^tant des points d'intersection de la courbe originaire 
a" = o et de la premiere polaire de x, a"~*aa: = o. On a done 
seulement a former le resultant de deux formes binaires a"y a"~* 
du w'*"* et du (/I — iy*«« ordre, a appliquer k ce resultant le prin- 
cipe de translation, a remplacer tous les n symboles de a^ ' V^^ 
entrent dans le resultant par des symboles de a^ et k ajouter 
n facteurs &xy ^x* 6tc. Ainsi, par exemple, le produit des points 
de contact des tangentes menees d'un point x k une conique 
a: = o est donne (t. I, p. 355) par 

[abu] [acu] ^^c^ = o. 

Nous avons ici une forme quadratique a: et une forme lin^aire 
as= f^z = ^x^zf dont le resultant est ^gal a (aa) (a{3). Si Ton 
complete les determinants de ce resultant par Taddition de u, de ' 
maniere a en faire des determinants tcrnaires, qu'on remplace a, (3 
respectivement par i, c et qu'on ajoute les facteurs b^f Cjc, on ob- 
tient la formation annoncee. Un autre exemple est donne par Te- 
quad on 

(8) {abiiYa'i-*b'i-'=o. 

Si nous prenons x constant, cette Equation repr^sente la 
(/I — a)**"^ polaire de x en coordonnees lignes : si nous posons u 
constant, elle donne |Une courbe de I'ordre 2(/i — a) comme lieu 
des points dont les {n — a)**"** polaires touchenl la droite donnee u. 
Sur toute droite ilexiste done 2 (/i — a) points dont les [n — ^Y'""" 
polaires sont touchees par cette mcme droite. 

Nous serons encore conduits a la m^me Equation (8) par les 
considerations suivantes. Nous chercherons sur une droite u quels 
sonls les points y dont les premieres polaires sont precisement 

CLEBScn. — Geomitrie, II. 2 
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touch^es par cette droite en un point x. Or les coordonn^es de la 
tangente de cette polaire au point x sont ^gales k 

EUes doivent 6tre proportionnelles aux coordonn^es de la droite 
donn^e : nous avons done les Equations 

/jiJi -^fitXt -t-Zisra =P«ii 
/siri -^fiiXi -+-/33J3 = p«3i 

L'elimination de p et de^i,j'o,j^3 donne alors de nouveau, 
conjointement avec Ux = o, la condition 

/il fit fii '^i 



/.. 


/2t 


/is 


«« 


fzi 


/a, 


/aa 


"a 


«1 


"i 


"a 






De ces relations, nous conclurons les th^or^mes suivants : 

Sur toute droite il existe q(/z — 2) points dont la premiere po- 
laire est touchee precisement par cette droite, Les {n — ^y^mes 
polaires des 2 (/i — 2) points de contact sont tangentes a cette 
meme droite. 

Par tout point on peut mener deux droites telles que sur cha- 
cune d'elles un point ait cette droite elle-meme pour tangente 
de sa premiere polaire, et cela de telle sorte que le point de con- 
tact soit situe au point donne, Ce sont les deux tangentes qui 
peuvent etre menees de ce dernier point a sa [n — 2)^^"^*^ polaire. 

La hessienne est le lieu des points pour lesquels ces deux lignes 
coincident (*). Car, lorsque ce dernier cas se pr6sente, il faul 



(') Voir Cledsch, Veber cine Klasse von Eliminationsproblenien und iiber cinige 
Sdtze atis der Theorie der Polaren {^Journal de Borchardt, t. 58). Les nombreiix theo- 
rdmes sur les polaires ctablis dans cet article se fondcnt sur iinc methodc (jenerale 
d'elimination de m Tariables entrc m equations homog^nes, equations parnii lesquelles 
une est d'ordre quelconque, une est du second de(;re et m — a sont Uneaires. Aa 
moyen de cette melhode, on rcchcrchera, par excmple, la courbc que parcourent Ics 
points do contact x si la ligne u enveloppe une courbe donnec. 
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n^cessairement ou bien que le p6le soil situ6 sur sa conique polaire, 
c'est-a-dire sur sa (/i — a)'*"' polaire, ce qui n'arrive que pour les 
points de la courbe originaire, ou bien que la conique polaire sc 
decompose, auquel cas les deux tangentes se confondent avcc la 
ligne qui joint le p6le au sommet du couple. 

II existe entre la (/i — a)'*"* et la premiere polaire d'un point 
une reciprocity semblable a celle qui s'est pr6sentee dans les der- 
niers tbeor^mes, et au moven de laquelle nous pouvons ^noncer 
une nouvelle interpretation de la hessienne. Si, en eflet, nous 
nous imposons la condition que la premiere polaire ait un point 
double X, il faut qu'en ce point soient satisfaites les trois Equa- 
tions 

-T— =: a"^ ^ayOi = o. 

n — 1 OJCi -^ 

En en 6liminant les yi^ nous arrivons de nouveau k la condition 

et, a cause de la permutabilitE de a, by c, le premier membre de 
cette relation ne difiere de A que par un facteur num^rique. 

La hessienne est done en meme temps le lieu des points dont la 
[n — Q.y^"*^ polaire a un point double, et le lieu des points doubles 
des premieres polaires, 

Comme exemple dc theor^mes geometriques decoulant de la 
ih^orie des polaires, mentionnons encore le suivant pour finir. 
L^equation de la hessienne de la premiere polaire de j : 

considErEe comme courbe primitive, hessienne qui coupe cetlo 
courbe aux points d'inflexion, est donnee par 

Si nous supposons que les x soient donnes, nous aurons, en te- 
nant compte de Dy= o, le th^oreme suivant: 

// existe toujours sur la [n — lyeme polaire d'un point x trois 
poles differents dont les premieres polaires ont en x un point 
d' inflexion. 

a. 
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Lorsque le pdle y se meiil sur une courbe 9 (j^) = o, les points 
({'inflexion de sa premiere polaire decrivent une courbe dont T^qua- 
tion s'obtient par elimination des y entre les equations 0/*= o, 
Ad/ = o, y = o. Si, en particulier, la courbe 9 est une droite 

ttj.= 0, 

on pent, en vertu de Dy= a""' fly = o, poser dans ^i©/ 

y\ = ««/» — "3/2 == ( 'h^z — "j «i ) «r\ 

Siy dans ces trois Equations, on suppose les symboles a rem- 
places respectivement par d, e^f^ on obtient comme Equation de la 
courbe cherch^e 

(10) [ahc]^ [adu] [heu] [cfu) a^'^ ^;-»r«~V«-» e^^^f^^ = o. 

Si done le pole deer it une droite, les points d' inflexion des 
premieres polaires parcourent une courbe de I'ordre 6{n — 2). 
Toutes les polaires dont les pdles sont situes sur la droite se cou- 
pent en {/i — i)* points, qui sont les solutions des equations 

(11) P«l=/l» P"«=/2. />«J=/3- 

Ces (/2 — i)^ points sont des points triples de la courbe (10). 
Cette derni^re partie de la proposition r^sulte de ce que, pour 
pui=fi = d"~*di= ..., chacun des trois facteurs {adu)d^r\ 
[beu)e"*y {^J^)fx^ s'evanouit identiquement et qu'il en est par 
suite aussi de m^me de toutes les secondes d6riv6es partielles de 
Texpression (10) par rapport a la leltre x. 

Si I' on considere, au contraire, dans V equation (10) les qiian- 
tites X comme constantes, et les quantitcs u comme variables, 
cette equation donne le produit de trois facteurs lineaires; ce 
sont les equations des trois poles precites, dont les premieres po- 
laires ont en x un point d 'inflexion ( * ) . 

II resulte encore de (i i) que : 

Si la droite u enveloppe une courbe 9(111, 112, 1/3) = o de la 



^*) ^oi> Cledscd, Ueber Curven vierter Ordiiung {Journal de Borchardt, t. 59). 
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classe m, les {n — lY points d' intersection des premieres poUuves 
decri^ent la courbe du m{n — ly^"^' ordre <?{Jiy/^2yfz)=o. Si, 
en particulier, la droite tourne autour d'un point i^, la courbe 
decrite est la premiere polaire de \. 

n. — Les points singnliers. 

Nous revenons a T^tude des points multiples ; nous commence- 
rons par le point double. La nature d'un point de cette espece de- 
pend de la question de savoir si les facteurs lin^aires de D^/ sont 
r^els {point double proprcment dit), ou imaginaires {point isole), 
ou egaux {point de rebroussement). Nous allons d'abord ^tudier 
la mani^re d'etre de la courbe dans le voisinage de la rencontre 
des branches. Dans ce but, nous transportons Torigine des coor- 
donn^es au point double , de telle maniere que les coordonnees de 
ce dernier point deviennent 

j:, = o, x, ^ o, j-j = I . 

Tragant maintenant par le point double une droite quelconque, 
nous pouvons consid^rer les coordonnees Xt, X2 d'un point de 
cette droite comme les coordonnees de son point d'intersection 
avec le troisi^me c6te Xz = o et, d'autre part, la troisi^me coor- 
donn^e d*un tel point comme un param^tre variant pour les points 
particuliers de la droite trac^e. Nous nous demanderons quelles 
sont les intersections de cette droite avec la courbe, et dans ce 
but nous d^velopperons T^quation de cette derniere suivant les 
puissances du paramitre X3. Si nous posons 

il vient 

les fonctions y ^'^ etant homogenes en Xyy et d'un ordre egal a leur 
indice sup^rieur. Si le point j: = o,j' = o doit ^tre situ^ sur la 
courbe, comme nous le supposons, le facteury*^®^ ind^pendant de 
X, jr doit necessairement s'annuler. Mais, dans le cas d'un point 
double, pour que I'^quation enti^re renferme le facteur z^, c'est- 
a-dire pour que deux points d'intersection de la ligne consid^r^e 
coincident a I'origine, il faut que le second terrae soit identique- 
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ment nul. D'autre part, r^quation 

(lonne en g^n^ral la tangente a I'originei car, pour un point situ^ 
dans le voisinage imm^diat de rorigine, x,y deviennent inflniment 
petits, et les coefficients des puissances les moins ^lev^s de z dis- 
paraissent en comparaison du coeflGcienty^*Me xf"""* . L'^qualion (i ) 
se r^duit done k son premier terme, c'est-a-dire que la courbc 
y= o peut, dans le voisinage de I'origine, 6tre remplac^e par la 
ligne droitey^*^ = o, ou, en d'autres termes, cette droite est tan- 
gente a la courbe au point x = o, j^ = o, ce qu'il fallait d^montrer. 
Lorsqu'il y a un point double, y^*^ s'annule identiquement, Le 
cours de la courbe dans le voisinage du point double est, en n^gli- 
geant les puissances plus ^lev^es de a:, y, repr6sent6 par 

(3) /(*)maa'*-4- l^xx-^ 7/' =0, 

ou, en d'autres termes, c'est la l' equation du produit des deux tan- 
gentes au point double. Nous avons ici, les coefficients a, /3, y 
^tant supposes r^els, a distinguer les cas suivants : 

/3- ]> ay, point double proprement dit, deux tangentes rdelles 

{fig- 3). 
(S^ = ay, point de rebroussement, une seule tangente comptee 

deux fois (^g^. 4) (*)• 
{j^ <C ^7» point double isole, deux tangentes imaginaires 

{f'8' 5). 
Dans ce dernier cas, le point d'intersection des deux tangentes 

Fig. 5. 







est r^el ; la courbe a un point r6el par lequel ne passe aucunc 
bran c he r^elle. 



( * ) Le point de rcbroussement est quclquefois appel^ point cuspidal. 
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En prenant les deux tangentes du point double pour axes de 
coordonn6esx = o, j^ = o, nous pouvoils done mettre T^quation de 
la courbe sous la forme 

(4) /(xj, x„ X,) =a:r.3'*-'-+-/('J5'»-'-f- . . . =r o. 

Pour un point de rebroussement, les deux tangentes ^tant con- 
fpndues ( par exemple avee I'axe x = o) , T^quation de la courbe 
deviant 

/(X„ X,, X,) =X»5«-* -+-/(»> 5«-3-t. . . . = O 

Nous pouvons encore simpliiier la forme de cette demiire Equa- 
tion. Supposons la fonctiony^'^ donn^e par 

La ligne j^ = o n'est d^finie qu'en tant qu'assujettie a passer par 
le point de rebroussement; nous pouvons done, en laissant x fixe, 
disposer encore de j^ et de z de maniire que les termes de la troi- 
sieme dimension deviennent un cube parfait. Si nous posons en 
effet 

Z:= zf -h Ity -+- VX, 

y se transformera en 

les fonctions f 6tant, par rapport k x, j^, de Tordre de leurs indices 
sup^rieurs. Nous pouvons maintenant choisir X, /a, v de maniire 
que le coefHcient 

« 

y(») =: (n — a)x« { ti/ -4- v.r) + rtx» -f- 3 bx*[x' -h Ix) 

-f- 3cx(y 4- )ix)* -+- d{/ 4- >.r)» 

se r^duise k un terme renfermant uniquement j^' ; on suppose na- 
turellement que d n'estpas nul, auquel cas il y aurait singularite 
6levee. Nous avons alors pour la determination de /, ft, v les Equa- 
tions suivantes : 

« 

(« — ^) V -h a -I- 3^)i -h 3c).* -h dy} =z o, 

(/I — 2)fA-+- 3^-1- 6cl-^ 3</>' =0, 

c -\-dy. = o. 
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Si done on icrit de nouveau j^, z au lieu dej^',^' cty^'^ au lieu de 
f ('>, on pouiTa toujours, au cas de point de rebroussement, mettre 
r^quation de la courbe sous la forme 

Nous rattacherons imm^diatement auK Equations (4) et (5) 
quelques observations sur la mani^re dont se comportent la polaire 
et la hessienne au cas de points doubles ou cuspidaux de la courbe 
originaire (*), observations qui, dans la suite, auront pour nous 
une grande importance. Nous savons deja (p. 12) que toutes les 
premieres polaires passent par le point double. Si nous formons 
maintenant T^quation de la polaire q = o du point ^,T,jX^en pre- 
nant pour base Tequation (4)} il vient 

La tangente de cette courbe k Torigine est donn^e par le terme 
de I'ordre le moins ^lev^, c'est-i-dire par 

Ir -h u .r = o. 

D'un autre cdt6, F^quation de la ligne joignant le p6le ?, x, ^ a 

I'origine est 

?/ — 13^ = 0. 

De la forme de ces Equations r^sulte immediatement, puisque 
X = Oy j^= o sont les tangentes au point double, le th^or^me sui- 
vant : 

La premiere polaire d'un point quelconque passe par le point 
double et sa tangente est harmonique aux tangentes de la courbe 
originaire au point double et a la ligne qui joint ce dernier au 
pole. 

Si nous formons de mdme, en partant dePequation (5 ), la polaire 
du point J, >}, ^ pour une courbe a point de rebroussement, il vient, 
en ordonnant suivant les puissances de z, 



(') Ces th^or^mes seront demontres dans la Section suWantc (consdcrcc aux for* 
mules de Plikcker) ea dehors do tout emploi d'un systime special de coordonnees. 
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La ligne x = o est par consequent tangente aussi k toute pre- 
miere polaire. Done, dans un point de rebroussement, lapremiire 
polaire d 'un point quelconque touche la tangente de rebroussement, 
11 est important de se fixer sur le nombre des intersections que Ton 
peut imaginer r^unies au point de rebroussement. On y parvient, 
tant qu'il s'agit de points r^els, par la consideration suivante. Un 
point double peut en particulier tirer son origine de la circonstance 
que la courbe poss^de une boucle, ainsi qu'on le voit dans \^fig* 6, 
et c'est d^un point double de cette nature que nous devons partir 
si nous voulons qu'un point de rebroussement prenne naissance 
par un passage a la limite. Alors, en efTet, en faisant tendre succes- 
sivementles tangentes Tune vers Tautre, de mani^re a se confondre, 
la partie de la courbe comprise dans un de leurs espaces angulaires 
s^^vanouit compietement, car il n*y a plus au dela du point de re- 
broussement aucun point r^el de la courbe. De (5) r^sulte, en 
eflet, pour un point immediatement voisin [z= i), 



expression imaginaire pourrf^o des que y devient ^o. Un 
semblable evanouissement d^une branche de courbe ne peut avoir 

Fig. 6. 




lieu que s'il y a presence d'une boucle et retrecissement successif 
de cette derniere ; car, autrement, la coincidence des deux tangentes 
donnerait ce qu'on appelle un point de contact de la courbe avec 
elle-m^me ( i;oir ci-dessusy?^. i4). 

Une droite quelconque men^e par le point double, droite que 
nous pouvons imaginer remplac^e par une autre branche de courbe 
(9 dans la figure 6), rencontre encore la boucle dont il s'agit en un 
point z^ et la distance de ce dernier point au point double atteindra 
pour une certaine position un maximum dont nous pouvons sup- 
poser que depend Textension de la boucle. Faisons maintenant 
deg^n^rer le point double en un point de rebroussement, en res- 
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serrant de plus en plus la boucle, et en diminuant de plus en plus 
son maximum jusqu'^ ce qu'elle se r^duise k un point unique [ce 
qui fait que dans T^quation (3) la quantity ay — 13^ se rapproche 
de plus en plus de z^ro]. A ce moment, les deux tangentes au point 
double coincident avec ladroite dont il a et^ parl^, et Tautre point z 
de la branche consid^r^e se confond avec le point de rcbroussement 
. qui a ainsi pris naissance. Par consequent, en consid^rant la pre- 
miere polaire, trois de ses points d'inlersection se trouvent r^unis 
au point de rcbroussement de la courbe^ originaire, car un point 
double donnerait ividemment deux points d'interseclion super- 
poses. On arrive au meme r^sultat par voie analytique. Par les 
intersections deyet de 9 passe toute courbe ayant pour equation 
y.f-^ ).cp = o, et, par consequent, en particulier la courbe 

Nous pouvons done, tant qu'il ne s^agit que des points d'intersec- 
tion de^et de <p, remplacerypar cette courbe. Mais Fequation de 
cetle derni^re ne renferme aucun terme de la premiere ou de la se- 
conde dimension en a:, j^, c'est-i-dire qu'elle a k I'origine un point 
triple (p. 1 5) dont les trois tangentes sont donn^es par 

H'^dy^ — 3uf/.rj' — [n — 2) ^.r^ =: O. 

Ces lignes sont toutes difr^rentes de la tangente a la courbe pri- 
mitive, etnous avons par suite trois intersections de^et de 

25/— xy = o. 

Une courbe qui possede un point de rcbroussement y est ren- 
contree par chacune de ses premieres polaires en trois points coin- 
cidents, cest-h-dire que I' equation dont dependent les intersec- 
tions des deux courbes a trois racines egales qui correspondent 
au point de rebroussement. 

On peut appliquer d'une maniere tout a fait semblable les 
methodes donnees ici a la caracterisation des intersections d6ter- 
min^es par la hessienne en un point double ou en un point de re- 
broussement. Nous avons d^ja vu plus haut (p. i4) que la hes- 
sienne passe par les points singuliers. 

Nous commencerons par la consideration du point double, el 
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noas prendrons la courbe origlnaire sous la forme (4) 

/=xr.«'«-«-+-/(»)3'»-»4- . . . == o. 

En posant maintenant 

d*fi^) ()*/•(») d^/'o 

on trouve le covariant A. -7 [/i(« — i)p^gal^un determinant don t 

les deux premieres lignes verticales renferment les elements ci- 
aprds : 

y MS) „«-»_! ^n—t 1 ^(8)^/1— a I 



«' 



'^«-^/;i'z«-'H-..., /;,''5"-' 



tandis que dans la troisiime ligne on doit placer les elements 

(/I - 2)r2«-'-+- (n - 3)/j»^z«-^-+-. . ., 

(/I — 2).rs«-»4- ('» — 3)/j.'"s« ■♦-f-..., 

(/, _ ^) [n — 3) xjs"--*+ (« — 3) [n — 4)/(»)z''-* -+-.... 

On voit facileraent que, dans le d^vcloppement de ce d^termi- 
nanty les termes de I'ordre le moins eiev6 en x,y sont 

2 (/I — 2)*jrx*3"*-* — (/* — 2) (/I — 3) jr/s^"-' z=2 [n — i) [n — 2) xjrz^""^ ; 

et de la r^sulte ce th^or^me : 

En un point double de la courbe origlnaire, la hessienne a ega- 
lement un point double, et les tangentes des deux courbes au 
point double sont precisement les m^mes [a sa\foir ; or = o , j^ = o) . 

Chaque branche de la courbe origlnaire est done, dans un point 
double, rencontr^e parune branche de la hessienne en deux points 
coincidents [c'est-a-dire touch^e par cette branche ( * )] et rencon- 



(*) Aa moyen des methodes qui vont bient6t 6tre dereloppees dans le textc, on de- 
montre que let deux branches tangentet Vune a I'autre de la hessienne et de la courbe 
originitire se prisentent respectivement leur c6ti convexe, comme le montre \9i Jig. 7. 
ConsideroDs, en effet, les branches qui touchent le c^te x = o; pour un point voisin. 
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tr^e par l^autre branche en un poiat unique, ce qui donne en tout 
trois intersections reunies des deux courbes {fig- 7). Le nombre 
des points d' intersection qui peuuent etre consideres en general 

Fig. 7. 




comme reunis en un point double est done egal a six. On recon- 
nait aussi directement la m^me chose par les formules, car, dans 
la recherche des points d'intersection, nous pouvons remplacer la 
courbe A = o par une quelconque du systime 

A-hM/=o, 
M itant unefonctlon de I'ordre a{/i — 3), et en particulier par 

g [«(« — i)P A — [it — i) (/I — 2)/;>«-«= O. 

Dans cette Equation, les termes du second ordre en Xj y ont 
completement disparu; elle represente done une courbe ajant a 
Torigine un point triple dont les trois tangentes n'ont aucunc re- 
lation particuli^re avec les deux tangentes du point double. Cha- 



X sera d'un ordre d'inflniment petits plus ^Icve que y^ et par suite la branche en 
question de la courbe originaire sera approximativement repr^sent^ par la para- 
bole 

x-h</;'* = o, 

d etant le coefficient (reel) dc.r' dans/C). N^gligeant de mdme dans - /i'(a~i)' A 
les termes multiplies par x, nous trouvons, commc coefficient des 2'*'*, I'cxpression 

,(„_,)(„_3)^/W-H(„_3)(«-4)/"-(«-9)V/;;'. 

Si Ton neglige encore une fois les termes multiplies par x, et qu'on cherche par suite 
le facteur de ^, on reconnait que la branche correspondante de la hessienne est re- 
presentee par la parabole 

(« — a)jr — n,d.jr*^ 0, 

dontlaconveiite est de sens oppose k celle de la premiere parabole. 



6 ^^ 
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cune des branches de cette courbe auxiliaire est couple par cba- 
cune des branches de la courbe originaire en un point, ce qui 
donne encore six intersections. 

Pour un point de rebroussement nous avons (la constante pr6- 
c^dente d 6tant supposee ^gale k i ) 

et il vient par suite 

^a"-* -+-... OH-... 2 (/I — 2) .re"-' 
o-f... 67*'— '+... 3(/i— 3)^*3"-* -+- 
2(7? — 2)x2«-»4-... 3(/i-.3)j-«:;"-*4-... (//--2)(« — 3)x«^«~*-+- 
= — 12 {/i — 1) (/i — 2 ) jx*^"*-' -4- A(*) s^"-*^ 4- 

On trouve, par consequent, que dans ^ les termes les moins 
Aleves en Xj y sont de la troisi^me dimension, et la presence du 
facteur x^ donne ce th^orime : 

Dans un point de rebroussement de la courbe originaire, la 
hessienne a un point triple, et deux de ses branches y touchent 
la tangente de rebroussement ( * ), tandis que la troisieme a une 
tangente separee {fig* 8). 

On reconnait le nombre des points d'intersection r^unis ici en 
consid^rant (2/1 etant ^ 7) la courbe 



(*) Le fait que deux branches de A forment, comme dons la Jtsf, 8, un rebrousse- 
ment resolte de la regie de Newton et Cramer, qui sera bient6t expliquee. On s'assure 
en effet facilemcnt que Tozpression ^^*\ dans I'equation precedente, renferme un 
terme en^*, tandis que les antres sont multiplies par x*; mais ces autres termes 
peuTent etre negliges pour un point sitne dans le voisinage du point de rebrousse- 
ment, car j: est d'un ordre d'inflniment pelits plus eleve que^. La courbe A = o peut 

done 6tre remplacee par 

jx* H- (/j* = o, 

c'est-a-dire se compose de deux branches dont Tune touche la ligne^ = o et Tautre 
appartient, au contraire, au type du point de rebroussement, comme cela doit Hre. 
La situation indiquec dans la^?^. 8 du rebroussement de A par rapport a celui de/ 

resulte de ce que J = ? d designant le coefficient dej* dans/; il se Iroure par 

consequent plus petit que d, de sorte qu'a une valeur donnee de^' correspond tou- 
jours une valcur de x plus petite que pour /. 



3o 
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dans laquelle /x a ^t^ mis k la place du facteur num^rlque 

12 [n — 2) ('» — ')• 

Cette Equation ne renferme pas de terme inf(£rieur au quatri&me 
ordre, ce qui est la marque distinctive d^un point quadruple. Les 

Fig. 8. 




quatre tangentes de ce point n'ont aucune situation particuliere 
relativement k la tangente de rebroussement ; elles sont done a 
elles toutes couples par les deux branches de la courbe originaire 
en huit points. Huit des intersections d'une courbe a point de 
rebroussement et de sa hessienne sont reunies au point de rebrous- 
sement. La chose a ete d^montr^e par les considerations analy- 
tiques que nous avons employees pour in^^j^ mais elle est 
encore vraie pour 71 = 3. Dans ce dernier cas, il existe en g^n^ral 
neuf points d'inflexion, mais on voit facilement que, dans Thy- 
poth^se d'un point de rebroussement, il n'y en a plus qu'un seul. 
Alors en effet, ainsi que nous Tavons vu,y*est repr^sentable sous 
la forme 

d'ou 



6*A=: 



1Z 


20? 


6j 





7.x 






= — 24.r»^-. 



Poury = o, A == o, on a done ou bien x^ -=^0 et j^ = o, ce 
qui donne six points d*intersection r^unis au point de rebrousse- 
ment, ou bien j^ = et x^ z = o, ce qui donne encore deux inter- 
sections reunies au point de rebroussement, et en outre le point 
d^inflexion unique j- = o, z = o. 
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Ces exemples, tr^s-importants pour ce qui va suivre, sufliront 
pour montrer Tessence et rapplicabillt^ des m^thodes expos6es. 
Nous passons maintenant k un probl^me plus g^n^ral, celui qui 
consiste a deduire la configuration d' une courbe, dans le ^voisinage 
d'un point multiple d'ordre k, de la forme de son equation ( * ). 

Par un point de cette espece passent toujours h branches de la 
courbe; il peut d'ailleurs arriver que plusieurs de ces branches 
aient entre elles un contact simple ou un contact d'ordre plus 
elev^y tandis que d^autres branches ont un cours s6par6 des pre- 
mieres, ainsi que nous venons, par exemple, de le voir pour la 
maniere dont se comporte la hessienne en un point de rebrous- 
sement de la courbe originaire. Les recherches suivantes doivent 
maintenant nous servir k s^parer ces difF^rentes branches de la 
courbe les unes des autres et k les caract^riser dans leurs rap- 
ports respectifs. Nous reconnaitrons dans Tensemble des r^sul- 
tats d'li/ie premiere approximation les combinaisons de trois 
types fondamentaux qui comprennent les diverses configurations 
d'une courbe dans le voisinage d^un de ses points. Ces types ont 
notamment une grande importance pour determiner la forme des 
branches de courbe autour d'un point lorsque ces branches sont 
reelles. 

Nous prenons de nouveau le point dont il s'agit pour Tun des 
sommets du triangle de coordonn^es, ou en posant z= i pour 
origine d'un systeme de coordonn^es rectangulaires ; d'ailleurs, 
pour simplifier, nous supposerons que Taxe Y soit une tangente de 
la courbe k Torigine. L'^quation de la courbe est alors, suivant (2), 
de la forme 

Avancons maintenant sur la courbe dans la direction de la tan- 
genie x = o ; pour un point imm^diatement voisin de Torigine, la 
coordonnee x est infiniment petite vis-a-vis de la coordonn^e y. 
On doit dans ce cas, puisqu'il ne s'agit que de fonctions alge- 
briques, et conform^ment aux principes ^l^mentaires applicables 
a ces fonctions, poser en fait qu'il existe certaines puissances de 7^ 



(*) Nous ferons connaltre a la fin de ce Chapitre une autre methode indiquce 
par Kother pour la resolution algebrique et pour la caracterisation d'un point mul- 
tiple. 
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du nidme ordre d'lnfiniment petits que Xf ce qu'on peut exprimer 
en disant que x est toujours comparable i une certaine puissance 
de y. Or cette puissance est pour la nature de Forigine un nombre 
caract^ristique. Comme nous prenons actuellement Taxe Y pour 
tangente de la courbe, dans 

les termes ax^ et 2 hxy s'^vanouissent en toute hypotli^se devant 
j: si X et ^ sont infiniment petits ; mais il n'en est pas n^cessai- 
rement d^ m^me dej^*. Si done nous supposons prealablementc^o^ 
nous obtiendrons le cas le plus simple, celui oiix est comparable 

Alors nous pouvons remplacer la courbe dans le voisinage de 
Torigine par la parabole 

(6) 0=:.r-+-C7'. 

Cette circonstance est, par suite, caract^ristiqtie d^un contact simple 
avec Taxe Y. Si, au contraire,rorigine est un point d'inflexion, la 
polaire quadrat! que doit renfermer comme facteur la tangente 
d'inflexionx=o, c'est-i-direque, dansy^^^ = ax*-f- 2 ixj^-i-cj^, 
c doit etre nuL 

Nous avons alors, en introduisant de nouveau pour un instant la 
troisi^me variable z^ 

f=.vz"-^ -f- [ax -f- a ^j) j-s"** 

Ici nous pouvons, par un changement de situation de ^ = o, faire 
disparailre enti^rement les termes du second ordre. II suflit de 
poser 

z^z '- • 

// — I 

Les termes du second ordre disparaissent en effet, et il resle 
une expression de la forme 

Dans le voisinage de Torigine, x sera, cette fois encore, d'un ordre 
d'infiniment petits plus ^lev^ que j^; nous pouvons done negliger 
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les lermes a'x', S/i'x^j, Sy'.r >-, et x devient comparable k j*. 
La courbe peut done, dans le voisinage d'un point d'inflexiony 
etre remplacee par une courbe 



17 ) 



./• -+- ^r* =o. 



Un point double ne donne rien de particulier, car nous pouvons 
remplacer un poinl semblable par deux courbes de la forme (6) ; 
il en est autrement pour un point de rebroussefnent . Dans un 
point de cette nature^ nous avons 



J- devient comparable ay' ou x aj* et la courbe peut etre rem- 
placee par 



(8, 



.r* -H /'/)' = o. 



Les equations (6), (7), (8) nous repr^senlent les trois types fon- 
damentaux pr^cites. La premiere courbe (Jig* 9) court d'un seul 
C016 de Taxe Y et est sym^trique par rapport k Taxe X, la seconde 
est situ^e sym^triquement par rapport aux deux axes de coor- 
donn^es [Jig' 10) tandis que la troisieme a son cours d'un seul c6te 
del'axeX et est situ^esym6triquement par rapport iraxeY(^g'. 1 1, 
ou d est pris n^gativement) ( * ). 

Revenons maintenant au probl^mc pos<5 : etudier une courbe 



Fig. 9. 



Fig. 10. 



y 



Fig. 1 1 . 

y 
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\ 



X 



dans le voisinage d'un point multiple d'ordrc A. Si Toriginc est 
un point singulier de cette esp^ce, le d^veloppcment deycom- 



(') Ponr ce qui conccrne I'etodc des points singuliers, nous renvcrrons encori* :i tm 
M^molre de Stou {Math. Annalen, t. VIII). 

Clebsgd. — Geometric, U. 3 
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mence par le tenae/^^K L'6quation 

(g) /C*) = a^jc^^ a^ x^-^y -h . . . -h a/.y'' = o 

donne les k tangentes du point, tangentes que nous devons deter- 
miner d'abord. Le cas le plus simple est celui ou F^quation du A'*"* 
degr^ a toutes ses racines dilTi^rentes ; la singularity du point mul- 
tiple est alors ^puis^e par la recherche de ces racines, a moins que 
des branches particuli^res n'aient au point multiple une inflexion, 
ce qui n6cessiterait un examen plus approfondi. ^lors nous pou- 
vons imaginer que le point multiple tire son origine de la reunion 

de .J L points doubles. On le reconnait imm6diatement si Ton 

trace les difKrentes branches de la courbe de telle mani^re qu'elles 
ne passent pas exactement par le m^me point, ainsi qu'il a 6te fait 
dans la figure ci-jointe pour un point quadruple. Le nombre 

— i i donne pr^cis^ment le nombre de points d'intersection 

des k diff6rentes branches ( fig, 12). 

Supposons au contraire que, par exemple, r des racines de T^qua- 
tion (9) soient ^gales; nous avons a ^tablir d*une maniere precise 
les relations respectives des r branches qui ont une tangente com- 
mune. Afin d'y parvenir, nous prendrons comme axe Y cette tan- 
Fig. 13. 
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gente qui compte z fois ; T^quatlon de la courbe devient par la 
(10) /=x>(*-'-) 4-/(^+*) -|-/(^+«) 4. ... =0. 

Cela admis, x est encore, dans le voisinage du point consid^re, 
d^un ordre d^infiniment petits plus ^lev^ que^, et notre probl^me 
est de rechercher dans J' tons les termes qui sont comparables 
a afy^^''* Leur sommCf egalee h zero, represente une courbe qui 
peut 6tre substituee it J dans le voisinage de V origine, en tant 
quHls'agit uniquement des r brandies de/ qui touchent Vaxe Y. 
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La fonction o est en efiet de la forme 

el dans celte expression le terme enj'*"'' ne doit pas manquer, car 

autrement f renfermerait un autre facteur Xf tandis que ce facteur 

est suppose entrer seulement r fois dans f^^K Tons les autres 

termes de ^ renferment des facteurs x et sont par suite n^gligeables 

vis-a-vis du premier. C'est done dans lesfonctions/ f^+^^yf*^'*^,... 

qu'il faut chercher les termes comparables ^ afy^''] et Ton ne 

doit m^me avoir egard qu'i des termes de la forme xPj^^ pour les- 

quels on a /? ^ r. La somme de ces termes, ^gal^e a z^ro, repr6sente 

notre courbe en premiere approximation. Cette nouvelle courbe se 

composera encore de diffi^rentes branches , et sur chaque branche 

X eXy auront, quant4leur ordre infinitesimal , un rapport determine; 

sar chacune, x sera comparable k une puissance d^termin^e de j% 

i . . . 

telle que j^j ou, ce qui estidentique, x* sera comparable &j^. Nous 

allons maintenant indiquer une r^gle au moyen de laquelle on 

peut trouver ces nombres a, |3, de mani^re k r^soudre ainsi la 

courbe en difi(6rentes branches. Cest a quoi conduit la conside* 

ration suivante. Supposons d'abord le rapport -r connu pour une 

P 

certaine branche. Introduisant ensuite une quantity t comme 
mesure d^infiniment petits, nous pouvons poser 

lim .r = I? 
ini Y ^=. e* 

- - 

car on a alors k la limile e = x^ d'ou jr=i*z=zx^y c'est-a-dire 

que j^ est comparable a x% conform^ment a Thypothese. Pour 

un terme quelconque de / on a, par consequent. 

Si Ton impose maintenant la condition que xPj*i devienne 
inGniment petit d'un ordre determine, le nombre p^ + qa devra 
avoir une valeur constante d6termin6e, d'ou, par exemple, 

3. 
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Nous avons par consequent ce ih^or^me : 

Si X* et j^ sont du meme ordre d'infiniment petitSj tous les 
termes xPj^, qui deuiennent par cette supposition de V ordre infi- 
nitesimal il, sont determines par la condition 

(ll) pp-^qr,.=ZlL, 

La th^orie des nombres apprend a obtenir d'une mani^re efTec- 
live les nombres en question p el q\ ce probl^mc revient a la reso- 
lution de la congruence 

p^^u. (mod. a)y 

resolution toujours possible dans notre cas, parce que a et jS, donl 
le quotient entre seul'en consideration, peuvent etre supposes 
premiers entre eux. Pour notre but, les seules valeurs quipuissent 
^tre employees sont naturellement celles pour lesquelles p -h q 
est plus petit que /i, /i designant Tordre de la courbe etudiee. IV^ous 
ai^ons maintenant a choisir [jl aussi petit que possible, car il s*agil 
pour nous de trouver les termes vis-a-vis desquels tous les aulres 
sont d'un ordre plus eleve d'infiniment petits. Nous pouvons nous 
faire une idee claire de la question en employant un moyen geo- 
metrique auxiliaire ( * )• Si nous considerons, en efiet, les nombres 
entiers p^ q respectivement comme Tabscisse et Tordonnee d\in 
point du plan, nous pouvons admettre quechaque terme est figure 
par un point ayant /?, q pour coordonnees. L'equation (i i) repre- 
sente alorsune lignedroite, et nous pouvons considerer le nombre 
|cx comme la mesure de la distance de cette droite a rorigine, car 
la distance dont il s'agit est, comme on sait, egale a 



UL 



.i -I .-^2 



DonCy dans cette representation gcometrique, tons les points. 



(') Cc procede a ete doiine par Newlon, d'abord pour represeuter approximative- 
ineiit^ en fonction de x, une equation /"(jr, ;')^o etant donnee (roit Metkodus func- 
It ON nut et serierum infinitarum ; London, i^36. {Opuseula, cd. Castillon, t. I, p. 87 et 
suiv.) 11 en a 6ie fait usage pour la thcorie des courbcs par Ceamke, Introduction a 
V analyse des Ugnes courhes algehriques; 1760. Voir aussi, pour ce qui suit, Pui$ei*\. 
Recherches stir les fonctions algSbriques \Journal de Math^matiques pures et appli^ 
qneeSy t. XV, 18 jo (traduit en allemand par Fisciicn, Halle, 1861, p. i\ ct suiv.)]. 
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feLs que les termes correspondants de J dex^iennent injiniment 
petits du jx'*'"* ordre si x* est comparable a j^, sont ranges sur 

one droite situee a la distance — h:J - de I'orisine, 



Toul terme d^ordre d*infiniment pelits superieur, auquci par 
suite correspond une valeur /x^ plus grande que /i, est situ6 du ci^te 
de la ligne (ii) oppos^ a Torigine. Pour trouver les termes de 
fordre le mains eleve, nous aurons, d'apr^s cela^ a proc^der de la 
mani^re suivante. Soit j^ le terme du degr^ le moins 6lev^ ne ren- 
fermant pas x. II lui correspond un point a la distance s sur Taxe 
des ordonnees; par ce point et par un autre, dont les nombres 
caract^ristiques p = T:y r/ =:zii sont aussi petits que possible, me- 
nons une ligne droite situee a une distance fxde Torigine [voir ci- 
apres Jig. i3). Tous les autres points p^ q doivent done etre 
situ^s du c6t^ de cette ligne de jonction oppose k Torigine. Cette 
derniere ligne passera encore (quoiqu*il n^en soit pas toujours 
ainsi) par une s^rie d'autres points qui sont situ6s entre r, x et o, .r, 
auxquels correspondent des termes dey*; la somme des termes do 
cette espece, 

nous donne une courbe telle, que, pour ses branches passant par Ic 
point multiple, x* est comparable a j^, oc et|3 6tant d^termin^s par 

ttS -H •/« = u, 

Si nous posons ensuite x = x'?, y =^'', Tt^quation (12) se trans- 
Ibrme en une equation homog^ne du degre p en x', y ( forme bi- 
naire), car dXovs xPj^ devient ^gal k x^^Py'^, Lorsque toutes les 

racines -^ de cette Equation sont dilKrentes, K, = o repr^sente une 

.N^rie de branches qui ont un contact simple a Forigine, et dont 
chacune est figuree suivant sa forme par le type de la parabole. 
Quand au contraire il existe plusieurs groupes de racines ^gales 
entre elles, ces branches se r^soudront en classes dont la determi- 
nation se fera ensuite par la repetition de considerations tout a 
fait semblables. Mais ce n^est qu^un peu plus tard que nous appro- 
fondirons ce sujet. 
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Du point 7r,}& passons maintenant k un point t^^W sltu^ de 
Tautre c6t^ de la ligne ocq + ^p = [jl^ mais aussi pr&s que possible 
de cette ligne. La droite qui joint les deux points renfermera une 
seconde s^rie do termes, et T^quation correspondante 

(i3) K, = o 

represente un syst^me de branches pour lesqueUes, dansle volsinage 
de Torigine, jc*' est comparable a y^\ On a alors 

7r'f3'-+. xV = a', 

// d^signant la distance de la nouvelle ligne a rorigine, et^ en vertu 

de notre construction, il n'existe aucun terme pour lequel le rap- 

a' . 
port -r-, serait le m^me, tandis que (if aurait une valeur plus petite. 

En continuant ceproc^d^y nous obtenons une s^rie de lignes dont la 
reunion forme un polygone. Ce polygone tourne sa convexite du 
cdt6 des deux axes de coordonn^es, en sorte que tons les points 
qui correspondent k des termes de J sont s^par^s des axes par le 
polygone ou sont situ6s eux-mSmes sur les c6t^s du polygone. A 
ces c6t6s correspond une s^rie de courbes 

K.] = O, K.| =::=: Oy K.3 ^= O9 • • • . 

Chacune d^elles r6unitles termes qui pour une valeur d^terminee 
- sont de Tordre infinitesimal le moindre possible. La derniere des 

droites passe par le point/? = r, 7 = A' — r, car nous n'avons besoin 
de consid6rer aucun des termes pour lesquels p est plus grand que r. 
Le polygone est alors ferm^ par rapport a Taxe des abscisses. La 
continuation ult^rieure du proc^d^ ne conduirait du moins plus a 
des branches de courbe qui touchent Taxe ar = o. 
Considerons comme exemple ( * ) la courbe 

^ ' ^ ^ I 4- c x> + f/x* J* 4- exx"' -i-/.r* J* -H gr* ~t- V" = o, 

courbe du dixi^me ordre avec point sextuple a Torigine. Nous 



(*) Foir auftfti les excmplcs traites aiix notes des pages 27 ct !i9. 
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pouvons, en premier lieu, n^gliger tous les termes dans lesquels 
Texposant de x est plus grand que 5 j car ces termes s'^vanouissent en 
toute hypoth^se devant x^jr\ nous n6gligeons de mdme^e terme 
en ^**, car notre construction commence par j^*. Nous conservons 
ainsi une courbe du neuviime ordre 



(.5) 



x*7 -h 6 x\> • -I- djc^j^ -+- exjr^ -^f-'^j^ -+- gy^ = o. 



Les termes de cette Equation sont marques d*un signe dans^la 
figure ci-jointe ( fig. i3). Nous avons d'abord k r^unir ie point o, 9 
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au point 21, 5; la ligne de jonction passe aussi par i, 7. Par suite, 
apr^s separation du facteur y^ y I'^quation 

(16) K, = bx^ -h exy^ -h ^j* = o 

repr^sente une courbe du quatri&me ordre qui remplace deux 
branches de (i4) dans le voisinage de Forigine, et qui a en ce point 
ce qu^on appelle un contact avec eHe^meme, L'axe X I'y rencontre 
en deux points coincidents , Taxe Y en quatre : nature de singu- 

Fig. 14. 





larit^ qui prend naissance dans le rapprochement de deux points 
doubles (Jig* i4)* Nous obtiendrons avec plus de precision le cours 
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des deux branches en posant dans (i6), d'apres le proced^ indiquc 
plus haul, j: = j/* , J- = j' ou x = j:/, j^ = J'', et en r^solvan t T^qua- 
tion du second degr^. Par la, K| se decompose en deux facteurs 



y — /wj/', X — m^\ 



et nous pouvons cons^quemment reniplacer K|=o par deux 
equations du type de la parabole (6), 

X — Wi J* = o, .r — /»iJ' = o, 

en supposant que jn% et 7722 soient diflerents Tun de Tautre. 

Conform^ment a notre r^gle, nous avons ensuite ^ joindre par 
une droite le point a, 5 au point 5,1. Cette ligne ne renferme plus 
aucun point marqu^. Nous avons done, apr^s separation du facteur 
x^ y^ la courbe 

(17) K,=.r»-f- ^j*--o. 

Pour les branches ainsi approximativement representees de la 
courbe (i4)> J:* setrouve comparable aj^*. La courbe a a Torigine 
un point triple dont les trois tangentes se confondent avec x = o ; 
les trois branches sont adoss^es ^ Taxe, chacunc ^ la mani^re d'une 
parabole. On a d*ailleurs 

et, par consequent, deux des branches sont imaginaires et une reelle. 
Toutes les branches de la courbe propos^e qui touchent Taxe Y 
sont par 14 completement determin6es. Nous pouvons ainsi, en con- 
tinuant notre proc^de, obtenir une equation d^approximation pour 
la branche du point sextuple qui touche I'axe X. Nous devons dans 
ce but tirer de (i4) pour le porter dans (i5) le terme ax^, et tracer 
encore la ligne 5, i — 7, o. Cette ligne ne renferme plusde point 
marque, etla branche cherch^e est, apres separation d'un facteur x^, 

\j-=.y -H ax^ =2 o; 

die appartient, par suite, au type de la parabole. Les differcntes 
branches redles dn point sextuple sont done disposees comroe le 
montre i^Jig- i5 (*). 



(*) Dans \^Jig* 49t ^^ ^ suppose que <i, b, m,, m^ sont des (vmndeurs poaitiTcs. 
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11 pent touiefois arriver, dans des cas particuliers, que I'expres- 
sion K| de notre exemple soil un carr6 parfait. Alors le premier 
precede d'approximation ne sudBt plus pour separer les deux 



Fig. 1 5. 




Ki 



branches de la courbe, qui ont dans cette clrconstance un contact 
d'ordre plus 6le\6 Tune avec Tautre. En g^n^ral, il peut se faire 
que Tune des Equations K = o (12) et (i3), par reflet de Tintro- 
duction des variables x^y j % donne naissance k une Equation 

renfermant un facteur lin^aire multiple 

x' — my 

(ou plusieurs). Pour s6parer les branches correspondantes de la 
courbe, nous r^introduirons x,^ et nous aurons alors approxima- 
livement 



Si Ton pose done ensuite jy = Xi*, ilvient 



' I 



8) 



.r = /«??:? H- l^ 



I ^tant une grandeur d'un ordrc d*infiniment petits plus eleve 
que y,^ Nous avons k faire cette substitution dansy(j:, j^) pour 
determiner approximativement ^ en fonction de y}, et, dans ce cal- 
cul approximatif de 17, on doit encore s6parer les termes d'ordre 
plus eleve suivant la r^gle de Cramer. Si dans les difl<6rentes classes 
ainsi obtenues se pr^sentent encore des Equations renfermant un 
facteur lin^aire multiple ^•^ — //i'^r/, il faudra encore traiter ce 
facteur de la m^me mani^re. On arrivera toujoursen fin de comple. 



4'i TOME n. ~- GIAPnRB I. 

par substitution des valeurs ^, n dans (i8), ^ im deyeloppement de 
X suwant les puissances Jractionnaires ascendantes de jj d^ve- 
loppement qui caract^rise la mani^re d'etre des diflRSrentes branches. 
Nous ^claircirons encore ceci imm^diatementparunexemple. Sup- 
posons que dans la courbe pr6c6dente y(x,^') = o Texpression 
K| (i6) devienne un carr6 parfait, que nousayons, par suite, 

D'apres la r^gle que nous venons de donner, nous devons alors 
poser (a = 1,(3 = a) 

*' • 

u 
ce qui donne, si nous n^gligeons tons les termes plus ^lev6s, 

En chassant le facteur r? et ordonnant autrement, nous avons 
r^quation 

(19) if«5» -h hr} — 1- 1564- </ ^ V H-/— . «• — « -^ IS* -4- c ^ x" = O. 
^ ^ u^ tr ir ir tr 

Faisant usage de notre r^gle figurative, nous n*avons a consi- 
d^rer que la ligne qui joint les points 2, o et o,5, et par consequent 
la classe unique 

d'oii r^sultent pour ^ les deux valeurs 



j: h 4/ _yS- 



la separation des deux branches paraboliques de la classe Kt est 
alors achev^e. Pour un de leurs points dans le voisinage de Fori- 
gine, nous obtenons le d^veloppement 

(20) a?=— -r«zfc-i/— /ir'- 
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£n ce qui conceme la forme des branches ainsi s^par^es, voici 
ce qui a lieu. Supposons que h soil une grandeur positive ; \l — hy^ 
ne devient r6el que pour des valeurs negatives de j^. Les valeurs 
ainsi obtenues pour x ne sont done r^elles, en supposant u eiu 
eux-m^mes r^els y que lorsque jr prend des valeurs negatives ; 
aulrement dit, les deux branches de la classe Kj qui se touchent a 
Torigine sont situ6es du c6t^ n6gatif de Taxe Y sans franchir Taxe X. 
La chose se produit suivant le type du point de rebroussement si 
Tune des valeurs dex est positive, I'autre negative. Mais, si le rap* 
port de grandeur de i^ et de & est de telle nature que les deux 
valeurs de x aient le m^me signe, les deux branches de courbe sont 
situ^es du m£me c6t6 de I'axe Y. E lies for ment un rebroussement 
de seconde espece {Jig- 16) ; c'est ainsi qu'on appelle cette singu- 

Fig. 16. 



larit^y par opposition au rebroussement ordinaire ou de premie 
espece. 

Si Ton suppose au contraire que dansy(x, j^) = o le terme en 
j'* manque (A =0) et que cons^quemmentrobjet de la recherche 
soit une courbe du neuvi^me ordre, I'application de la rigle de 
Cramer k T^quation (19) donne la classe unique 
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et par consequent 
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Dans ce cas, les deux branches ont un cours symelrique par rap- 
port a I'axe X, suivanl le type de la parabole. 

II en sera de ni^me en general, et apres que la separation dc 
toutes les branches de courbe a et^ edectu^e, on obtient, comme 
r^sultat final, un developpement en scrie suivant les puissances 
fractionnaires ascendantes dejy developpemenl ajant la forme 



Chaque terme a autant de vaieurs diff^rentes que Tindique \v 
d^nominateur de I'exposant; aux difT^rentes vaieurs de .r corres- 
pondent autant de branches s^parees de la courbey= o. Le cas ou 
Texposant d^un terme serait entier n'est ici pas exclu, car alors le 
coefiicient de ce terme est toujours irrationnel et donne par suite 
une s^rie de vaieurs irrationnelles, comme par exemple dansTequa- 
tion (21). En general, pour la caracterisation de la forme d*unr 
branche dans le voisinage de Torigine, le premier terme fournil 
ddja une base de mesure, et, dans une premiere approximation, 
cette forme d^pendra de la question de savoir si les nombres ql et |^ 
sont pairs ou impairs s^par^ment ou simultanement. Nous asfons 
d' apres cette idee, en generalisant nos denominations precedentes^ 
les trois types fondamentaux qui suivent : 

type dc la parabole [fig. 9), 

type du point d* inflexion [fig* 10), 

type da point de reinvusscment [fig- 11). 

En s'attachant specialement aux grandeurs r^elles, on pourrail 
enfin aj outer encore un quatrieme type, celui du rebroussement 
de deuxieme espece, dont T^quation (20) nous a fourni un exemple. 
Ce type est, en general, caract^ris^ par la circonstance que dans le 
d^veloppement en sirie une racine paire doit 6tre extraite d'linc 
puissance impalre, et que, par suite des vaieurs particuli^res dcs 
constantes, le signe de celte racine reste sans influence sur le 
signe de x. Dans ce cas, les branches en question deviennenl 
imaginaires d'un c6i6 de Taxe X de la maniere enonc^e. II csl 
d'ailleurs k observer que la m6thode developp^e par nous dis- 
tingue uniquement au point de vue du reel ou de Timaginairo 
(p. 43) le dernier cas des autres qui sont caracteris^s par dcs 
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developpements en serie analogues. Pour pouvoir aussi repr^senter 
intuitiveraent les resuUats imaginaires, il estn^cessaire d^employer 
ce qa*on appelle la surface de Riemann, ainsi qu'on le fait dans la 
iheorie des fonctions ; mais nous ne pouvons ici insister davantage 
sur ce point. 

Obser^'ons specialement, comme resuUat de la recherche eflec- 
tu^e iciy qu'une branche reelle d^une courbe algebrique ne pent 
jamais ^tre interrompue, ou que, ce qui est la m^me chose : 

^ parlir de chaque point d'une courbe algebrique, il existe 
toujours sur la courbe unnombre pair de directions d'avancement 
differenteSj parmi lesquelles plusieurs peuvent dtre indefiniment 
rapprochees (comme dans les points de rebroussement). 

La m^thode que nous avons employee pour lYtude d'un point 
singulier, et d'apr^s laquelle on place Torigineau point en question 
et Ton d^veloppe suivant les puissances de x,j', va nous servir a 
etablir un th^or^me important , souvent appliqu^ et d^montre 
rigoureu semen t par Nother ( * ) . 

Nous avons ddja, h plusieurs reprises, fait usage de la proposition 
d^apr^s laquelle T^quationd^une courbe /'=o qui passe par les points 
d^intersection de deux courbes 9 = 0, ^ = pent toujours ^tre mise 

sous la forme 

/=Ay-hB-f =0, 

A = o, B = o etant ^galement des Equations de courbes. Or ce 
fait n^est vrai sans restriction qu^autant que dans les points d'in- 
tersection de 9 et de ^ aucune de ces courbes ne possede de point 
multiple. Dans les autres cas, certaines conditions doivent etre 
remplies pour que la representation pr6c6dente dej soit possible, 
et nous nous proposons dans ce qui suit d'^tablir ces conditions. 
Nous rechercherons , dans ce but, le mode d'exis tence d' une courbe 
/^^A9-|-B^ = o dans le voisinage d'un point P ou se coupent 
deux courbes 9 =0, t|f = o, et ou la premiere possede un point 
multiple d'ordre q, la seconde un point multiple d'ordre r, en sorle 
que rq des intersections des deux courbes s'y trouvent rounirs ; 



(') Uc^r einen Satz aas der Theorie der algebraischen F ntictionen {Gottingei Stic!i~ 
tichten, 187a, p. '190, ou 3Jat/t. Annnlen, t. VI, p. 35a). 
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soity pour preciser, r^</. Nous nous bornonsici aucas ouIesdifTe- 
rentes branches de f et ^ n*ont pas de contact entre elles. Si nous 
prenons le point P pour origine, tous les termes de dimension o, 
i^a, ...,(7 — i) dans /* s'^vanouissent en toute hypoth^sci et, par 
suite y f aura n^cessairement un point multiple d'ordre y. Cette 
circonstance donne d'abord I'^vanouissement de 

14-2+34-. ..-+-</= ^-^ constantest 

ce qui conduit incidemment au th^or^me suivant : 

Si un point determine doit Stre un point multiple d'ordre q 
pour une courbe algebrique, cette condition est equivalents a 

^-^ conditions lineaires, c'est-4-dire que pour une courbe 

du «**"• ordre on ne pent plus choisir que — ^ ■ — ^-^^? ^ 

points arbitrairement. 

Dans notre cas toutefois , pour r ^ ^^ se pr^sentent encore 
d'autres conditions. Les termes des dimensions 7,7 + 1,...,/' — 1 
dans fp sont nuls. Les (y + £ + i) coefiicients des termes du 
{q + i)'*"* ordre dans/ (i = o, 1 , . . ., r — q — i) dependent done 
uniquement des coefTicients des termes d^gale dimension dans le 
produit Acp. Ces derniers termes s'obtiennent en multipliant 

les termes d'ordre q dans f par les termes d*ordre i dans A, 

» 7-f-i»f> » / — i»A, 

• » 

{q-^i) ^ f • O M A, 

On ne pent done repr^senter sous la forme A<f + Btp que les 
fonctionsy dans lesquelles les 7 + 1 + 1 coefficients des termes de 
la dimension (q + i) peuvent s*exprimer lin^airement par 

1 + 24-3 -f-...-f- <H-i =~ ' 

^ ' 21 

quantit^s arbitraires (par les coefUcients de A). Or les termes de 
la7»*»% de la(y + i)»*"% ..., de la (r — i)'*™ dimension dans/ 
renferment 
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coeificients. Ge seront, en consequence, des fonctions lin^aires 
homogenes des 

coefficients arbltraires des termes des dimensions o, i , . . . , (/' — q — i ) 
dans A; ou, autrement dit, entre les coefficients des termes de 
la y**"*, de la (q -+- 1)**"*, . . ., dc la (r — i)**"' dimension de f de- 
\Tont exister les Equations lin^aires homog^nes en nombre 

(^j (r-y)(r-Hy-t-.)_(r-y)(.-^ + .)^^^_^.^^ 

qui r^sultent de T^limination des coefficients pr6cit^s de A. 

Mais la singularity que pr6sentent f et ^ au point consid^re 
exerce encore son influence sur une s^rie de termes d^ordre plus 
elev^ lorsque^est representable par Af + B({>. £n g^n^ral, les 
termes d'ordre k dans ^s*obtiennent en multipliant 

dans f ks termes d'ordre 7 par les termes d'ordre /* — q dans A, 

» 7 + ' ** ^* — q — 1» 



dans *^ les termes d*ordre r par les termes d'ordre k — /-dans B, 
» /'-hi » /* — r — I 



• > 

o » 



Nous pouvons par 1ft determiner le nombre des coefficients de A, B 
qui entrent dans les termes de la fonction Af + B^^ jusqu'4 la Ar'^® 
dimension inclusivement. On trouve 

I H- 2 -4- ...-H (A- — </ -f- 1) = - (X- — 7 -I- a) (X- — 7 + 1) coefficients de A, 

et 

1 4- 2 -h...H- (X- — /• -f- 1) r= - (X- — r H- 2) [k — r -f- 1) coefficients deB. 

En tout, par consequent, Acp + Btprenferme, dans les termes qui 
vent jusqu'ft la A**"* dimension inclusivement, 

Q = 1 [(^ -> 7 4- 2) (X- — 7 4- i) 4- (X- — r -+- 2) (X- — r -I- i)] 
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param^treSy tandis que le nombre des coefficients k exprimer par 
les param^tres en question dans les termes d'^gale dimension dej. 
c'est-4-dire dans ceux qui vont de la flr'*"' k la A**"* dimension, est 

Pm - (/H- y-f- 2) (X- — </-+- 1). 

Si nous augmentons maintenant A de i , Q croitra de 

A" — 7 -f- 2 + /• — /'-ha 

et les A-f- 2 coefficients d'une forme binairc du (A + 1)**"* ordre 
s'adjoignent k P, c'est-a-dire que P s'accroil de 

A H- 2. 

La difference P — Q qui indique le nombre des conditioii> 
necessaires entre les coeflficicnts precit^s de^croit, dans cette cir- 
constance, de A — r/ — /•-!- 2; tel est, en consequence, le nombre 
des conditions introduites a nouveau lorsqu'on prend en conside- 
ration les termes de la (A-|- 1)'*™* dimension en outre de ceux dv 
la A**""*. Si done A est, en particulier, 6gal a.^ •+- r — 2, ilne s'ajoule 
aiicu/ze condition nouvelle ; autrement dit, les coefficients des termes 
de la [{/ -h-f — i)'<^'«<? dimension dej ne sont plus iujliiences par Ir 
point singulier. 

En consequence, si nous posons Ji = (f -^ r — o., 11 vient 

P — Q = '7-4- ^-/(^y -+-«)• 

C^est la Ic nombre total des Equations lineaires necessaires ; parmi 
elles sont comprises les (r — q)q indiquees dans (a3). Comme en 

outre -y(^ + i) conditions sont imposecs par le point multiple 

Jm 

d'ordre q que / poss^de en P, nous avons demon tr^ le iheor^nie 
suivant: 

Si deux courbes <!» = 0,^ = ont respectivement en un de leurs 
points d' intersection P un point multiple d'ordre q et un point 
multiple d'ordre r(r^y), il fauty pour quune courbe passant 
par les points d* intersection de rf et de ^ puisse elre representee 
sous lajornic 

/—.Af-h n;* = o, 
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que cette courbe ait en P un point multiple d'ordre q^ et que, si 
ce dernier point est pris pour origine, les coefficients de f juS" 
qu'a la (/*H-'/ — i)*^"* dimension exclusivement satisfassent a 

rq 9 (y "+" ') equations de condition lineaires homogenes. 

La reciproque de ce th^or^me est vraic, c'est-a-dire que Ics 
rq conditions trouvees sont suffisantes pour que Ton puisse repre- 
senterysous la forme A(y4-B^. Nous d^montrerons ce dernier 
point de la maniere suivante {*), Si les rq conditions trouvees sont 
satisfaiteSy on peut toujours trouver deux si^ries a, b proc^dant 
suivant les puissances entidres et positives de x et telles que Ton 
aity=ay H-i^. Si done nous remplagons Torigine par un point 
quelconque, il nous suilGra de d^montrer le th^oreme suivant : 

Soit oLy ^ un systime de solutions des equations y = o, 4* = o ; 
soient a, b deux developpements procedant suivant les puissances 
entieres positives et ascendantes de [x — a) et [j — 13). Pour 
que J soit de la forme Acj H- Bt|^, ilfaut et il suffit que Von puissa 
determiner a et b par la condition 

Supposons en premier lieu(p==a:. Groupons dans^, (f» et B les 
icrmes ind^pendants de x, et ecrivons 

En faisant le m^me groupement dans (A^ + B^) et retenant 
seulement les termes ind^pendants de Xy on obtient 

c*est-a-dire que , pour V exactitude de V equation A(y + B'^ = o, 
en supposant o = x, il est necessaire que la par tie independantc 
dex dans f soit divisible par la partie independante dex dans ^, 

Cette condition est suffisante, comme on le voit imm^diatemenl. 

Soit P une racine de V [jr). Supposons la condition (^4) remplie 



'*) Voir Halpher, Sur une proposition d*Algebre (Bulletin dc la Societi mat/te- 
matique de France, t. V, p. 160). 

Clebscb. — G^m^trie, II. 4 
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pour le syst^me (oy/3). On conciut de Ik, par le lueine ralson- 
nement, 

bt ^tant unc s^rie convergente dans le voisinage de 7' = p. II 
s'ensuit que F contient le facteur (j^ — jS) au molns k la mSme 
puissance queV. 

Si maintenant il en est de mdme pour chaque racine de 7, il 
en r^sulte que F est divisible par ¥. Done la proposition annoncee 
est prou9ee pour le cos oil I' on a y = x. Au moyen d*une substi- 
tution lin^aire, on en conciut que la proposition est prouvee aitssi 
pour le cas oil f est un trindme du premier degre en x, y, 

Arrivons maintenant au cas g^n^ral. Supposons pour un instant 
les coefficients de (p variables, et faisons-les varier de telle sorte 
que le syst^me de solutions (a, ^)y multiple d'ordre rq, se change 
en/'^ syst^mes difli^rents (cCi, (3|)y (ars^Ba),. • .. Soient P|, P^, . • • 
des trin6mes du premier degr^ assujettis simplement aux condi- 
tions de s'^vanouir, Pj pour a: = an j^ = (3|, Pj pour x = a3, 

T = Pa? .... 

En meme temps, un second syst^me de solutions (a', /3'), mul- 
tiple d'ordre t^ (f <, se change en /•'y' syst^mes diflerents. Soient de 
mdme F, , P^, •.. des trin^mes assujettis k des conditions ana- 
logues, et ainsi de suite. 

Soient n le produit de tous ces trin6mes, et ^ le polyn6me f dont 
on a fait varier les coeflicients. Toutes les solutions communes a 
^' = et(|;=: o 6tant simples, nous avons 

A'etB'^tant des polyn6mes entiers. Cette relation subsiste a la 
limite lorsque y'= a>. Alors Po P^y • • • s'6vanouissent pour x = a, 
j^ = l3, et ainsi des autres. 

De 1^ cette proposition, pr^paratoire : 

5i Po Po, . . . sont des trinomes du premier degre en or, r assu- 
jettis simplement a s'evanouir pour x = a, j^^ = j3 ; siV^, P'j, ... 
sont de meme des trinomes assujettis a s'ei^anouir pour x = a\ 
y = ^\ et de m^me pour chaque solution commune a (5) = o, ^p = o. 
on peut choisir le nombre de ces trindmes de maniere a axfoir, 
en designant par H leur produit, et quel que soil le polynome 
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ri/=C|»-+-D-^, 

CetD etant aussi des jjolynomes entiers. 

Supposons mainlenant la conditioa (a4) remplie aui environs 
de (a, ^). II r^sulte alors de T^qualion que nous venons d'ecrire 
et dans les mdmes limites 

(all — C;^H- (An — D;-;» = o, 

et par suite 

c designant un d^veloppement analogue k a. 

Consid^rons s^par^ment dans 11 le facteur P^. Les solutions 
communes a P4 = o et^ = o autres que {cLy^) sont toutes simples 
et ne font pas ^vanouir tf\ elles font done ^vanouir C, suivant 
Tune des Equations pr^c6dentes. En ce qui concerne la solution 
a, p, Tequation C= all + c^ peut 6tre envisag^e comme expri- 
mant que la condition ( a4] est remplie k regard de P^ tp ; C, jouant 
le r61e de <p, ^yf* D'ailleurs, Pj est un trindme du premier degr^. 
Done, d'apr^s un resultat pr^c^dent, 

Ci et B designant des polynomes entiers. 
La derni^re valeur de C port^e dans Tl,f=. (^o -|- Dv{; conduit a 

Comme 11 contient le facteur P^ , le coefficient de ^ dans cette 
derni^re identity contient aussi ce facteur. En le supprimant et 
en designant par 11 4 le produit des autres trinomes, nous aurons 

R^p^tons sur cette equation et a regard de P2 le m^me raison* 
nement, et ainsi de suite. Nous ferons ainsi disparaitre du coeffi* 
cient de f dans Iiy= 0"^-^ D^ tons les trinomes relatifs k la 
solution (ffy (3). Si maintenant les conditions analogues ^ (24) 
sont satisfaites par^ pour toutes les solutions communes a f = o 
et «[» = o, on fera de m^me disparattre tons les trindmes P', P", .... 
Doncyest de la forme Kr^-h B^i : c'est ce qu'il fallait d^montrer. 

4- 
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Nous mentionnerons ici un cas special, fr^quemment applique, 
de celte proposition. Une partie des rq conditions est satisfaite 
identiquement en toute hypothdse si f possMe en P un point 
multiple d^ordre m [m etant plus grand que (/), tandis que A 
poss^de simultan^ment un point multiple d'ordre nt — qy et si, 
pour m ^ /*, B poss^de aussi au m^me point P un point multiple 
d'ordre m ^- r, c'est-a-dire si les termes correspondants de la 
dimension la moins ^lev^e en A et B manquent eux-m^mes; pour 
les termes de la /yi»*"« jusqu'a la [r -{- q — a)'^™® dimension, les 
autres relations continuent a subsister. On pent les consid^rer 
comme des conditions qui r^glent la situation des diverses bran> 
dies dey qui passent par P k I'egard de celles de 9 et de ^f*. Si 
done on a /« = /• H- y — i , il n'existe plus aucune condition relative 
au groupement de ces branches. De la ce th^or^me, important a 
cause de ses applications : 

Une courbe y= o, qui a en un point P un point multiple 
d'ordre r -{-q — i et qui passe par les points d' intersection de 
deux courbes 9 = o, ^|/ = o telles que f ait enV un point multiple 
d'ordre q, t^ un point multiple d'ordre r, peut toujours etre 
representee sous la forme 

/=Ay-t-B-^ = o, 

A = o ayant en P un point multiple d'ordre r — i , B = o un 
point multiple d'ordre q — i . 



III. — Daalite. — Formules de Flacker. 

Conformement au principe de duality, il y ^ lieu de tenir comptc 
non-seulement des points singulicrs, mais encore des langentes 
singulieres. En effet, d'apr^s le principe cite, nous devons nous 
figurer toute courbe comme engendr^e de deux mani^res difle- 
rentes : comme d^crite par un point mobile et comme enveloppee 
par une droite mobile ('). Le point d^crivant determine dans 
chaque intervalle une direction, et cette direction, qui correspond 



(*) Voir, pour ce qui suit, PlCckeh, Theorie der algebraischen Curven; Bonn, i83(), 
p. aoo ct 8uiv. 
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a un avancement Infiniment petit, est la tangente a la courbe en 
I'une des positions du point d^crivant. De m^me, la droite enve- 
loppante determine, par chaque changement infiniment petit de 
position, un point, car un tel changement peut toujours dtre con- 
sid^r^ comme une rotation autour d'un point d^termin^; ce sera 
la le point de contact de la droite consider^e. Nous obtiendrons 
done la courbe dont il s^agit en regardant constamment la rotation 
de la droite comme une fonction de Tavancement d*un de ses 
points. Dans cette d^pendance respective des deux mouvements, 
quelques particularit^s peuvent se presenter, et c'est 1^ ce qui 
donne lieu aux points et aux tangentes singulieres. Ces circon* 
stances se produisent, ou bien lorsque T^l^ment d^crivant ou 
enveloppant atteint deux fois une seule et m^me position, ou bien 
lorsque Tun des deux 61^ments change le sens de son mouvement, 
tandis que Tautre poursuit une marche continue. 

Nous avons un exemple connu du premier cas dans le point 
double, un du second dans le point d'inflexion[^). Au point 
double correspond dualistiquement la tangente double, c*est-a* 
dire une tangente poss^dant deux points de contact difli^rents 
{Jig> 17)9 et corr^lativement aux difli^rentes esp^ces de points 

Fig. 17. 



/ 



/ 
/ 



multiples on distingue un mdme nombre d^esp^ces de tangentes 
multiples. Mais il est bien a remarquer qu'une tangente double ne 
peut pas £tre consid^r^e comme une singularity en tant que Ton 
se figure une courbe comme un lieu geom^trique de points, car 
nous montrerons incessamment que la courbe representee par une 
equation g^n^rale en coordonn^es points poss^de un certain 
nombre de tangentes doubles, et de mSme un point double ne doit 
pas davantage dtre consid^r^ comme une singularity si Ton se 
figure la courbe comme enveloppe d'une ligne. Si maintenant 



(') Voir les explications plus detaillees doiiiices p. 8. 
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dans un element doable se pr^sente d^abord une ind^termination 
k regard de la direction d'avancement, c*est-^*dire du choix de 
r^l^ment voisin, il n'intervientpas pour cela de discontinuity dans 
le roouvement du point et de la tangente, puisque Ton s'approche 
de Fel^ment double sur une branche d^termin6e, et que Ton con- 
sidire ainsi la courbe conform Anient k sa description. 11 en est 
autrement pour le point d'lnflexion , la singularity consistant alors 
en une relation entre point et tangente, et une seule branche de 
courbe entrant en consideration. Un fait analogue a lieu pour le 
point de rebroussement en vertu de la loi de duality , car on voit 
imm^diatement sur une figure que 1^ le point change sa direction 
d'avancementy tandis que la tangente continue sa rotation dans le 
m^me sens. Nous d^montrerons au surplus la chose alg^briquement, 
et les monies d^veloppements sont egalement applicables aux sin- 
gularit^s imaginaires. 

Au moyen de la recherche simultanee des deux esp^ces de 
singularit^s, on arrive facilem en t k r^soudre la contradiction appa- 
rente que nous avons d6j4 rencontr^e lorsqu'il s'est agi de repasser 
de r^quation en coordonn6es lignes d'une courbe donn^e en coor- 
donn^es points k cette Equation ponctuelle originaire. Nous 
reconnaitronSy en eflet, qu^il n'existe pas de courbe d^ordre supe- 
rieur au second ne poss^dant ni point multiple ni tangente mul- 
tiple, et qu'au contraire toute courbe d'un ordre plus eleve sans 
point multiple a necessairement un nombre determine de tan- 
gentes doubles ou multiples, de meme que toute courbe sans 
tangente multiple a necessairement un nombre determine de 
points doubles ou multiples. Si nous ajoutons cette remarque que 
le nombre n [n — i) donne pour la classe d^une courbe souflre 
certaines exceptions par suite de la presence d*un point multiple, 
il est clair que, conform^ment au principe de duality, Tordre d'unc 
courbe poss^dant des tangentes doubles ne doit pas ^tre imm^- 
diatement exprim^ en fonction de sa classe k par le nombre 
k{k — i), et par Ik se trouve ^cart^e la contradiction apparente 
signal^e. Des r^sultats semblables se produisent a regard des 
tangentes d*inflexion et des points de rebroussement. 

La remarque ^nonc^e en dernier lieu relativement k Finfluence 
des points doubles et des points de rebroussement sur la classe 
resulte des th^or^mes d^montr^s plus haut sur la mani&re dont sc 
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component les polaires en ces points (p. 24)* Nous supposerons 
d'abord qu*il ne s*agit que de simples points doubles et de simples 
points de rebroussement, et nous exclurons les singularit^s plus 
elev^es. La classe d'une courbe a 616 d^finie par le nombre de ses 
intersections avec la premiere polaire d'un point quelconque prise 
relativement i elle. Or, deux de ces intersections se trouvent 
r^unies dans un point double, trois dans un point de rebrous- 
sement, et ces points ne doivent pas ^tre compt^s, a proprement 
parler, comme des points de contact de tangentes issues du p6le. 
Chaque point double red nit done la classe de deux unites, chaque 
point de rebroussement de trois, c'est-a-dire que Von a 

(1) k-=.n[n — 1) — itl — 3r, 

formule dans laquelle d d^signe le nombre des points doubles de 
la courbe donn^e, r celui de ses points de rebroussement. En tant 
qu'il Skagit de points r^els, on peut aussi apercevoir la n^cessite 
(le cetle reduction ainsi qu'il suit. Considerons une courbe n'ayant 
aucun point double, mais dont deux branches sont rapproch^es de 
telle sorte qu'au moyen d'une petite deformation on obtienne 
une courbe a point double. On voit clairement alors comment les 
deax tangentes menses d'un pointy a ces branches (u et 1^ dans la 
fig. 18) se confondent avec la ligne qui joint j^ au point double 

Fig. 18. 




quand la susdile deformation est realis^e, de sorte que cette ligne 
de jonction compte effectivement deux fois comme tangente 
improprement dite. On reconnaitimmedialement, en vertu de nos 
considerations pr^cedentes sur la production d'un point de rebrous- 
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semen I au nioyen d'un point double avec bouclc, que la m^me 
ligne dolt &lve comptee troisfois en cas de point de rebroussement 

(p. 20). 

L'^quation ( I ) est la premiere d'une s^rie de relations auxquelles 
satisfont les nombres caract^ristiques d'une courbe, et qui sont 
SL^l}el6es/brmules de Pliicker, du nom de leur inventeur(*). 

Une second e Equation de la mdme esp^ce determine le nombre 
des points d^inflexion dans leur relation de dependance avec d 
et r. Le nombre des inflexions est, comme on sait, ^gal au nombre 
des intersections de la courbe originaire avec sa hessienne. Mais 
nous savons (p. 28) qu^en un point double de la courbe origi- 
naire se trouvent r^unies six de ces intersections et huit en un 
point de rebroussement. Chaque point double d'une courbe reduit 
done le nombre w de ses points d' inflexion de six unites, chaque 
point de rebroussement le reduit de huity c'est-a^dire que I' on 

«(«) 

(t.) ji'iz=3w[// — 2) — 6// — 8r. 

II est d'ailleurs fort possible que la courbe ait dans un point 
double des points d'inflexion, ainsi que cela se pr^sente, par 
cxemple, dans la figure connue de la lemniscate. Ces circonstances 
donnent lieu k un plus grand nombre d'intersections de la hes- 
sienne avec la courbe originaire au point double, mais non a 
d'autres reductions. 

Des formules (i) et (2) on d^duit d'autres formules, en vertu 
du principe de duality. D^apr^s ce principe, Tordre et la classe 
se correspondent r^ciproquement; il en est de m6me du point 
double et de la tangente double : nous avons, par suite, a remplacer 
n par'/r, d par tj t d^signant le nombre des tangentes doubles. A 
une tangente d^inflexion, c*est-^-dire a une droite rencontrant la 



( * ) Plucrer, Solution d*une question fondamentale concernant la theorie gimemle 
des eoiirbes {^Journal de Crelle, t. 12, i834). J^'oir Buui du m^rao suteur : System der 
analjrtischen Geometric, Berlin, i833, p. 289, et Theorie der algebraischeii Curven, 
Bonn, iSSg, p. 907 et suit. 

(') Sur \9,fig, 18, on reconnatt faciloment qu'un point double ii tangentes reelles 
abftorbe toujour* deux points d'inflexion reels; ces points sont marques dans la figure. 
Dc naftme, suirant la fig, 19, deux rebroussements reels sont absorbes par une tan- 
gente double a points do contact reels. 
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courbe en trois points successifs, correspond, en veilu des ro^mes 
considerations y un point dans lequel se coupent trois tangentes 
successivesy c'est-^-dire un point de rebroussement; en d^autres 
termes, les nombres w ei rse correspondent dualistiquement dans 
les formules pr^c^dentes. Pour le demontrer, coroparons la ma- 
niere d'etre des tangentes dans le voisinage d'une tangente d'in- 
flexion avec celle des points dans le voisinage d*un point de 
rebroussement. Commengons par ce dernier et transportons-le a 
rorigine. L'^quation de la courbe est alors de la forme (p. si4) 

/= x'z*-* -h ^z"-* -h . . . = o. 

Les coordonn^es de la tangente d'un point x.j^^.z infiniment 
voisin de Torigine seront par suite, en n^gligeant les termes d*un 
ordre d'infiniment petits sup^rieur. 



ou =: -f- = 'Xxz""*, 



djr 

Of 



Oz 

A Taide de T^quation x^s -+-J^' = o, on obtient la condition 

4*'* — 27I4'«'1= o, 

a laquelle satisfont les tangentes dans le voisinage du point de 
rebroussement : c'est une courbe de troisi^me classe qui re- 
pr^sente la succession des tangentes cons^cutives dans le voisi- 
nage de ce point. En faisant done abstraction du facteur num^- 

rique ~> la courbe, dans le voisinage du rebroussement, si on 

la consider e comniejigure engendree par un pointy est du type 
a -2 H-j^* = o, ety si on la considere comme figure engendree par 
une ligne, elle est du type u* w-i- s^^ = Oy x =z o, y = o ^tant les 
coordonn^es du point de rebroussement, v = o, w =: o celles de sa 
langente. Or, la derni^re Equation est la contre-partie dualistique 
de la forme 

XZ^ -f- J'' = o, 

caracl^ristique du point d'inflexion (p. 33), car nous avons k 
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remplacer w par a:, u par z, puisque dans u^w+i^* = o les 
coordonn^es de la tangente de rebroussement sont doonees par 
1/ = o, iv = o, et que dans xz^ +jr^ == o celles du point d^ inflexion 
le sont par X = Oy jr-=.o. On arrive naturellement au m6me r^sultat 
en partant du point d'inflexion. L'6quation de la courbe dans le 
voisinage d^un point de cette nature est 

.rz' -h ^ =r o, 

ety par suite, les coordonn^es de la tangente d'inflexion sont 
Elles satisfont a la condition 

2"^ l/iV* = o, 

ely si nous remplagons de nouveau u par Zy w par or, noas avons Ic 
type du point de rebroussement. L' equation de la coiu'be dans le 
voisinage du point d'inflexion est done : la courbe etant consi- 
deree comme figure engendree par un point, du type 

•rz* -\- y^ z=i o\ 

la courbe etant consideree comme figure engendree par une 
ligne, du type 

Z/<V* -f- I'' = o, 

DonCy par rapport aux grandeurs infiniment petiteSj le point 
de rebroussement w = o se comporte comme la tangente d'in- 
flexion x= o et le point d'inflexion comme la tangente dc 
rebroussement. 

Nous r^unissons sommairement ces r^sultats dans le Tableau 
suivanty oii les singularit^s plac^es en regard Tune de Tautre sc 
correspondent dualistiquement : 



Coordonnees poitUs* 

Point doable ayant deux tangentes 
reelles. 

Point de rebroussement. 

Point double ayant deux tangentes 
iniaginaires (point isole). 

Point d'inflexion. 



Coordonnees Ugnes, 

Tangente double dent les deux 
points de contact sont reels. 

Tangente d'inflexion. 

Tangente double dont les deux 
points de contact sont imaginaires 
(tangente isolee). 

Tangente de rebroussement* 
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En vertu de ces d^veloppements, la transformation dualistique 
(les Equations (i) et (a) donne les deux relations suivantes : 

;3) /!= A{k — i) — a/ — 3«% 

4) r = 3A(X —2) - 6/ — 8«'. 

On pent aussi, par une voie g^om6ti*ique et directe, rendre 
sensible aux yeux la proposition contenue dans T^quation (3), 
au moins tant qu'il ne s^agit que de quantit^s r^elles, ainsi que 
nous I'avons fait a regard de F^quation ( i ) ; et I'on y parvient en 
partant d'une courbe qui n'a besoin que d'etre un peu d^form^e 
pour acqu^rir une tangente double. Alors deux branches de 
la courbe parcourent tr^s-pres Tune de Tautre un segment AB, 
comme dans la fig. 19, pour donner naissance, apr^s la realisation 
de la transformation , a la tangente double. Les deux points de 
rencontre d'une droite quelconque (i«) avec les branches pr^cit^es 
sont alors transport's sur la tangente double et doivent, comme 
Intersections improprement dites, £tre retranch's du nombre 
h[k — i). En effety un point d^ntersection de u avec la courbe est 
defini par la propriety qu^on pent mener de ce point a la courbe 
deux tangentes co'incidentes. Mais il en est ainsi pour tout point 
d'une tangente double. Si maintenant, dans la courbe k tangente 
double (fig- 19)7 on fait graduellement coi'ncider les deux points 

Rg. ig. 




de contact) on reconnait qu^un troisi^me point d^intersection de u 
lombe sur la tangente double, cette derniire devenant tangente 
d'lnflexion. On pent alors faire que les branches designees par a 
dans \3Ljig. 19 se confondent enti^rement avec la tangente double, 
ce qui donne naissance k la courbe ponctu'e dans cette figure. 
Les quatre formules de Pliicker (i), (a), (3)y(4) montrent que 
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toule courbe possede r^ellement certaines des slngularit^s ^tudl^es. 
ainsi qu^l a 6i6 affirm^ plus haul. D'aiUeurs, T^quation (3) nous 
donnc Tordre d'une courbe en fonclion de sa classe ; la reduction 
demand^e est done due exclusivement k la presence de tangentes 
doubles et de tangentes d'inflexion dans toute courbe g^n^rale du 
/J*"* ordre. Les points d^inflexion et les points de rebroussemenl 
ne peuvent manquer simultan^ment que si Ton a 



/,• =z: //, ft — : t r=z '■ 9 



c'est-a-dire dans unc espece tris-particuli^re de courbes d'ordre 
pair; pour qu'il nV ait ni points doubles ni tangentes doubles, il 
Taut que 

ce quiy en faisant abstraction des courbes du second ordre, r^pond 
a une espece particuli^re de courbes de Tordre 3 A ou S/i + a. 
Les deux circonstances dont il s*agit ne peuvent £tre r^unies 
pour « ^ a. 

Les quatre equations qui ont lieu entre les trois couples de siih- 
gularites ordinaires, c'est-a-dire entre les nombres hk, dt, /hv, ne 
sont toutefois pas ind^pendantes les unes des autres. Au contraire, 
Tune d'elles est la consequence des trois autres, car de (i) et (a), 
de m^me que de (3) et (4)t r^sulte liquation, non susceptible 
d^^tre modifiee par des considerations de duality, 



( n 



\ 



y 



) 3(/ __,/—„.— ,.. 



Ainsi trois des six singularitcs sont completement determinees 
par les trois autres. ]£tant donn^e, par exemple, une courbe 
d 'ordre n sans point double ni point de rebroussement, on a 

k nr n[n — l), 

Nous avons precederament determine les 3/t(/t — a) points d*in- 
flexion par une courbe d'ordre 3(/i — a) qui les traverse. D'une 
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mani^re tout a fail semblable, nous pouvons obtenir directemenl 
le nombre t en faisant connaitre une courbe de Tordre [n — 2)(/i* — y) 
qui passe par les n(n — ^)(«^ — 9) points de contact des tangentes 
doubles. La possibility de ce mode de determination ne va nuUe- 
ment de soi, car nous verrons plus tard que, parmi les points d'in- 
lersection de deux courbes, il y en a toujours un certain nombre 
qui sont d^lermin^s par les autres, en sorte qu'il n'est pas possible 
de determiner sur une courbe alg^brique un syst^me de points au 
moyen d^une seconde courbe sans obtenir d'autres points d'inter- 
section (')• 

Soil jr le point de contact d'une tangente, et x un point qucl- 
conque de cette droite: on a 

De I'equation du /i'^"'"* degre 

qui determine les autres (/i — 2) points d'intersection de la tan- 
j^^enle, se separe un facteur X^. L'^quation du [n — a)'*"* degre 
reslante aura n^cessairement une racine double si la ligne xjr est 
assujettie a etre une tangente double. Nous pouvons maintenant 
definir le point x, entre autres manieres, comme Finteraection de 
la tangente de j" avec une droite arbitraire Mj, Mj, Uj, de telle sorte 
que nous a>ons a remplacer les x par les determinants mineurs 
formes des ui et des grandeurs «" ' <;i/= h"7^ i|. La condition que 
V soit le point de contact d'une tangente double est alors donnec 
par Tevanouissemcnt du discriminant de Tequation 

Si Ton reussit a representer ce discriminant ind^pendamment des 
«/, son evanouissement donnera une courbe de Tesp^ce demand<^e. 
Or cela est toujours en fait possible, car on pent toujours isoler 



.^']j Oa peut aiiMi, toujours an moyen du principe de translation, indiquer un sys- 
tcme de courbes qui aieut les tangentes doubles pour tangentes communes, des que 
Tod a sous forme symbolique la condition necessaire pour la presence de deux rucincs 
doubles dans une forme binaire d'ordre n ^'voir la note de la p. 348 du t. I). 
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du discriminant F(j^, u) un facteur m*. Posons en effet 
en vertu de Tidentit^ (t. I, p. 35^) 

( abu ) Vy =z ( avu ) hj + ( aifv ) Uy — ( //r« ) a , , 

el k cause de &^.= o, il resulte de (6) 

|[a~p(^r«)^;-»]^,-»-p«,(^^p)A;-«;''=o 



ou 



(7) 



[u'ny^y[abv]d';--^]-^0, 



si I'on pose 






ptiy=z /. ' • 

i'y 



u. 



A = 9 



•V 



Ces dernieres Equations donnent, pour la variable binaire -9 n 
substitution lin^aire ayant pour determinant 



nc 



[vlm)b"r^ 



V, 



u, 



o 



Uy 



l\ 



Par reflet d*unc substitution lin^aire, le discriminant en ques- 
tion ne pent 6prouver d^autre modification que la multiplication 
par une puissance du dernier determinant; d'ailleurs, Texpres- 
sion (7) est de la m^me forme que Texpression (6); seulemenl 
les u ont ete remplaces par Ics ^. Nous avons en consequence 



ou 



f(.'-,«)=(";:)'f(.'-."; 



F(r, //) F(r, «'» 



tv 



i.« 



c'est-a-dire que le quotient du discriminant et d'une puissance 
convenable de Uy est completeinent independant des grandeary 
arbitraij'es u,-. Si done on s^pare le facteur Uy un assez grand 
nombre de fois pour que le reste ne comprenne plus les i</, 1 r 
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dernier reste repr^seotera una courbe donl il s'agit maintenant de 
d^tenniner Fordre. C'est ce qu'on fait au moyen de la r&gle sui- 
vante : 

Si dans une equation 

les coefficients ai sont des fonctions homo genes de Xi, X29 x^y et 
que les nombres a^jCt^j a^y . • ., am qui expriment le degre de 
ces fonctions Jbrmenl une progression arithmetique, le discrimi- 
nant est du degre (m — i)(ao+«m) p^f* rapport i Xi, Xj, Xj. 

Nous le d^montrerons de la mani^re suivante. Le degr^ du dis- 
criminant F(a^yaij . . .y am) est le mdme par rapport aux x que 
le degr^ auquel s'^Uve, par rapport k t, Texpression 

Si maintenant les nombres aoy at, . . ., ^m forment une progression 
arithmetique de raison p, de telle sorte que 

on a, puisque F est du degr^ a(m — i) par rapport aux a/, 

Mais le second membre est le discriminant d'une Equation du 
m**^ degr6 par rapport aux variables X', |x', de laquelle procede 
r^quation donn^e en X, [jl par la substitution lin^aire 

En vertu de la substitution, le discriminant est multipli6 par la 
w(/7i — I )**"*• puissance du determinant t^ de cettc derni^re (t. I, 
p. 24^) y c'est-i-dire que nous avons 

d'oii 

ou, puisque aa»-|- m|3 est ^gal a ao-f- (Xmy 
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Ici F(ao9 ^ly • • • y am) ne renferme plus la quantity t; Fexpression 
qui figure dans le premier membre est consequemment du degre 
{m — i)(ao4-«/») en t, et, par suite, notre discriminant est d'un 
degr^ ^gal en Xt, x^, x^y ce qui 6tait k d^montrer. 

II Skagit dans notre cas de Tequation {[Jidyh ^ctx)" = o, laquelle, 
en vertu de a" = o, a"~* ax= o, se r^duit k une Equation de degr^ 
n — 2. Nous devons done poser ni=zn — 2, et les coefficients de 
Ti^qualion donn^e sont respectivement 

des degres [n — 2), (// — 3), . . ., i, o i>ar rapport aux j, 
des degres 2, 3, . . ., /i — i, n par rapport aux x. 

D^ailleurs, les Xi sont du degr^ n — i relativement auxj'/ et lineaires 
relativement aux a/. On a done en tout, pour ce qui concerne les 
quantites x/, 

«o = 3 /I — 4» ,9 = // — 2, d'ou «;;^ =z fi[n — i ] . 

Par consequent, le discriminant F(j-, u) est enji du degr^ 
[n — 3)[3/« — \-hn{n — i)]= ;/i — 3) («» -h 2/1 — 4). 

A regard des quantites Ui on a simplement a^ = 2, a;„ = /i; en con- 
sequence, F(j^, u) est, par rapport aux u,-, du degr6 (n — 3) {n -i- 2). 
On doit done pouvoir s^parer de F(j^, u) un facteur u^?"'*^""*"*', de 
sorte que le reste est, relativement aux y, du degr6 

[n — 3) (/I* + 2/1 — 4) - [n - 3) [n + ?.) ~ {,1 — a] ;//« — c)]. 

L^equation F(j^, 11) = o se trou ve repr^senter nne courbe qui toucfae 
la courbe donn^e aux points de contact des tangentes doubles. 
Comme d'ailleurs sur chacune de ces tangentes existent deux points 
de contact, nous avons le th^or^me suivant, que nous nous pro- 
posions de d^montrer : 

Le nonibre des tangentes doubles d'une courbe du n'^'^^ ordre 

est en general egal a ~ n[n — 2i ) ( w^ — g) ( ' ) . 



( ') r/est Cayley qui a donne Ic premier la courbe passant par les points dc contact 
des tangentes doubles {Journal de Crelle, t. 34, p. 37). Pour I'exposition qui figure 
au textOf voir un Mdmoire de Jacodi, ibid,, t. 40, p. 37, et un de Clebsch, ihid., t. 63, 
p, 186. La separation efiective des facteurs superflus a ete faite par Hesse pour la 
courbe du quatrieme ordre {ibid., t. 36, p. i56; I. 40, p. 2C0; et t. 41, p. 36a). Unc 
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La reduction qiie subit ce nombre en vertu des formules de 
Pliicker, par suite de la presence de points doubles ou de points de 
rebroussement, pent facilement ^tre d^termin^e au moyen des 
equations que nous avons donn^es plus haut ; on trouve la formule 
suivante : 

I ,— l„j„_2)(„«_g)_(2r/-h3r)[>i(/« — i)— 6J + arf(r/ — i) 

(8) ' ^ 

II est possible d'ecrire les formules de Plucker sous une forme 
particulierement simple en introduisant, conjointement avec /i, A, 
(If r, ty w, une septi^me singularite se correspondant dualistique- 
ment 4 elle-m^me, a savoir le genre de la courbc[^), Cette quan- 
t!te [p) est d^finie par la relation 

p = ^ ^ ^ ' ^d — r=: ^- ^-^ ■' — f — «^ 

Nous serons conduits plus tard au sens propre de ce nombre 
dans la th^orie des transformations k d^teripination unique; nous 
nous en servirons seulement ici pour donner les quatre formules 
de Plucker sous la forme suivante, qui est la plus simple et celle 
qui se grave le plus facilement dans la m^moire ( ^ ) : 

ip — 2 = A: 4- r — 2/1, 

. , , r= « -H «' — 2 /•, 

''^^' ^- .:^«(«_3)^2(./+r), 

= /-(A--3)-2(/-+-«') (*). 



autre methode pour la detcrmioation de ces courbos a pour auteur Salmon [Quarterly 
Journal of mathematics, t. Ill, ct Higher plane curves. Chap. I\), et a ete demontree 
par Cayley {^Philosophical Transactions^ 1809, p. 193, et 1861, p. 35;). Fair aussi I'ex- 
position de Dersch qui repose sur les principes du Calcul symbolique {Math, Annalen, 
t. VII, p. 497). 

(') On pent aussi apercevoir geometriquemcnt et d'une raani^re directe le sens 
de ces reductions. {Foir, sur ce sujet, Plucker, Theorie der algebraischen Curven, 

p. 310.) 

(') La notion du genre d'une fonclion algebrique a ete introduite par Riehakn, 
Theorie der Abelsehen Functionen {Journal de Crelle, t. 54); elle a eteappliquee a la 
theorie des courbes, surtout par Clebsch {ibid,, t. 63 et 64). {Foir le Tome III de ces 
Lemons.) 

(") F'oir Cayley {Quarterljr Journal^ t. XI, p. i85). 

{*) Les nombres qui figurent dans les formules de Plucker se referent sans distinc- 

Clbbsch. — GdomStrie, 1. J 
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Ces Equations donnent seulement les relations auxqueiies Ics 
singularit^s (l*une courbe alg^brique doivent satisfaire en toute 
circonstance. // n'a pas etc demontre jusqu ici h I' inverse que tout 
sy Sterne de nomhres entiers qui satisfait aux^formules de Pliicker 
puisse se rencontrer reellement dans une courbe. En g6n6ral, on 
est seulement en situation d'indiquer pour dj r^ tj w certaines 
limites sup^rieures que ces nombres ne peuvent pas franchir. On 
a, en particulier, le th^oreme suivant : 

Le nombre p est necessairement egal ou super ieur h zero si la 
courbe est assujettie h ne pas se decomposer en courbes d'ordre 
moins elei^e; en d'autres termes, on a 

i" - ') i" - '■) > ,f^ ,. 
et 

> t -4- iV, 



Si en edel p etait plus petit que z^ro, si Ton avait par exemple 

( /I — I ) In — 1] 

(ou une quantite plus grande), onpourrait f'aire passer une courbe 
d'ordre n — i (ou proprement dite ou decomposable) par ces points 
doubles ou cuspidaux et par 

'/I — l^;/l-47 2) ;'//— (w — 9.1 

^ ^^ ^ 1=1 2 n — 3 

•*. '2. 

aulres points de la courbe d'ordre n. La courbe ainsi d^terminee 



tion aux singularity reellcs et auz singularites imaginaires. Mais il cxistc aussi entrc 
les singularites rMies seules, commo Ta montre Klein {Math, jinnalen, t. X), une 
relation numerique detcrminde. Si, en cffet, w' designe le nombre des points d'in- 
flexion reels, r' le nombre des tangentes doubles isolees reelles (c'est-li-dire decellcs 
dont les deux points dc contact sont conjugues Smaginairement I'un par rapport a 
I'autre), r' le nombre des points de rcbroussement reels, d" le nombre des points 
doubles isoles reels, on a 

y.oir ftussi Perrin {Bulletin de la SocUti mathimatique de France, t. VI, p. 84). 
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aurait avec la courbe donn^e 

— ' -f- 1 M-2/1 — 3=iz/i(/i — 1)4-1 

points d^intersectlon, par consequent un de plus que cela n'est 
possible lorsque des parties des deux courbes ne coincident pas ; la 
courbe du n**"* ordre doit done se decomposer, et le tbeor^me ci- 
dessus enonce se trouve par consequent demontre. Pour p = o, 
c'est-a-dire pour 

2 

nous avons en particulier 

CI' = 3 ( « — 2 ) — 2 r, 

et par suite aussi une limite superieure pour le nombre des points 

de rebroussementy car w ne pent jamais devenir n^gatif. Done, 

., f n — ilf/i — 2I . J ,- . - - 

parmi les '- points aouoles et points de rebroussement 

d'une courbe de genre nul, il ne peut se rencontrer au plus que 

3 

-{n — a) points de rebroussement, 

Appliquons maintenant les r^sultats acquis aux courbes les plus 
simples. D'abord, pour les coniques, nous n'obtenons rien de nou- 
veau. On a, pour ces courbes, 

d -=1 r z= i\' ■= t =1 o 

et 

et Ton a, au contraire, h=o pour /z = 2, d = i, c'est-a-dire que le 
systeme de deux lignes droites est de classe nuUe, comme cela doit 
etre. D'une maniere analogue, on a pourle systeme de deux points 
A' = 2, t=zi,n = o, 

Dans les courbes du troisieme ordre ou de la troisi^me classe, 
on a en g^n^ral p =zi ; par consequent , un point double ou un 
point de rebroussement unique, une tangente double ou une tan- 
gente d'inflexion sont seules possibles , mcme dans les cas parti- 
culiers. D'apres cela, nous obtiendrons, en vertu des formules de 
Plucker, pour les singularites qui peuvent se presenter dans les 

5. 
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courbesdu troisieme ordre, le Tableau suivanl : 







n 


— 


3, 






d 


r 




X- 




fl' 


P 
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o 




6 
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o 




4 
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o 


o 


I 




3 




I 


o 



et d'une maniere analogue, pour les courbes de la troisieme classe, 







/ 


= 3, 
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w 




ti 
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o 
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o 
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o 


I 




3 


1 


o 



Dans les courbes du quatrieme ordre on rencontre, en outre, 

des tangenles doubles. La d'ailleurs, en general, /? = 3 ; il peutdonc 

3 
exister trois points doubles, ou m^me, puisque - (/i — 2) = 3, trois 

points de rebroussement. Nous avons en consequence le Tableau 
suivant : 



d 




n — 
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4, 

w 
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/» 








12 


a4 


28 
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10 
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■6 


10 


'2 


1 
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1-2 
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7 
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4 
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I 
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1 








3 


3 





I 


C) 



Chacune des deux derni^res courbes de ce Tableau se correspond 
dualistiquement a elle-m^me. Ainsi que Texp^rience Ta appris, les 
courbes du troisieme etdu quatrieme ordre ici ^num^r^es ont toute> 
une existence effective. 

Nous nous sommes borne jusqu^ici 4 la consideration d^un poinl 
double individuel, etc. Mais les formules <5tablies ont une portee 
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generale, car on peut loujours remplacer les points multiples 
d'ordre 6leye, en tant qu'il s*agit de leur influence sur la classe dc 
la courbe et sur le nombre des points d'inflexion, par un certain 
nombre de singularit^s moins ^lev6es. Cela est en premier lieu 
evident pour un point multiple d'ordre r form6 de branches a 
cours separ^, car dans un tel point chaque premiere polaire a un 
point d'ordre de multiplicity r — i dont les branches ne sont pas 
tangentes a celles de la courbe originaire, et, par suite, r{r — i) des 
tangentes issues du p61e se confondent avec la droite qui joint le 
pole au point multiple. C*est ce nombre qui mesure Tabaissement 

de la classe, c'est-a-dire que nous devons poser rf = -^ '-• Le 

fir ^_ I I 

point multiple d'ordre r est done equivalent a — points 

doubles^ comme nous I'avons pr^cedemment montr6 d'une autre 
maniere (p. 34)- 

La m^me chose a lieu pour le nombre des points d^inflexion, 
car on peut d^montrer que la hessienne a aussi au point multiple 
d'ordre r un point de m^me multiplicity et qu'elle touche a la 
fois toutes les branches dc la courbe originaire. 

On aura aussi k resoudre d'une maniere semblable les singu^ 
larit^s plus compliquees ; on placera dans ce but le point dont il 
s'agit en Tun des sommets du triangle des coordonn^es, et on lui 
appliquera ensuite la regie de Cramer (p. 34 et suiv. ). II est 
Deanmolns k remarquer qu^une singularity peut tirer son origine 
de la presence de tangentes multiples en un point multiple, ce qui 
en rend Texamen difficile. Cayley a, pour T^tude des cas de cette 
nature, donn^ des regies ( * ) d'apr^s lesquelles on parvient, au moyen 
de developpements en s^rie, k determiner Tinfluence de la singu- 
larity sur la classe; toutefois, une exposition complete du sujet 
manque jusqu'^ present. 

Les demonstrations des formules de Pliicker reposent essentiel- 
lement sur les propri^t^s des polaires et de la hessienne dans les 
points doubles ou cuspidaux de la courbe originaire. Nous avons 



(*) Catlet, On the higher singularities of plane curves {Quarterly Journal, t. VII), 
et Note sur les singularites des eourbes planes (Crelle's Journal, t. 64, p. 369). Foir 
aussi Halpheo {Comptes rendus, t. LXXVI1I et LXXX; Journal de Liouville, 3« seric, 
(• H}, et, au surplus, la fin de ce Chapitre. 
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d^montr^ occasionnellement les propositions dont il s*agit et fail 
usage, pour les demonstrations, d*une situation particuli^re du 
triangle des coordonn^es. Les m^thodes symboliques fournissenl 
un moyen d'obtenir directement ces propositions auxiliaires, sans 
d^placement de coordonn^es, leur caract^re projectif ^tant ainsi 
mis en Evidence, et nous abordons d^autant plus volontiers cet 
objet, que nous y trouverons un exemple tr^s-convenable de cal- 
culs symboliques. 
Soit 

r^quation de la courbe originaire, ety un point double de cetle 
courbe, en sorte que 

Ces Equations expriment immediatement que la premi&re polaire 
d'un point quelconque passe par le point double. La (/i — a)'*"* 
polaire du point double lui-m^me 

(3) <-'«! = o 

repr^sente le produit des deux tangentes en y. En coordonnees 
lignes, elle donne done T^quation de leur point de rencontre compte 
deux fois (t. I, p. 129), c'est-3i-dire que nous pouvons poser 

(4) («/.«;« <-V;;'-« = o«j. 

Cette expression s*annulc, en vertu de ( 2), si Ton pose 

et cela ind^pendamment des valeurs des quantit^s x/. Nous avons 
done les trois Equations 

(5) .o<-» Ci = [aOc]^ ay^i/;-^ r; -' c, = o, 

lesquelles expriment que la hessienne a eny un point double*, 

Le couple de tangentes de la hessienne au point double est 
donn6 par 

Le premier terme du premier membre [k part le facteur n — 3 j 
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est ce que devient le premier membre de r^quation(4) si Ton 
J pose 



UiUk = CiC^cl *r*. 



Mais, par cette substitution^ il vient dans le second membre 
de(4) 






et, par consequent, le premier terme de notre expression, 6^aie a 
z^ro, donne le couple de tangentes de la courbe originaire ; nous 
montrerons qu'il en est de mdme k regard du second terme, c'est* 
a-dire a Tegard de 

Si Ton multiplie ce terme par u^, les a/ ^tant des grandeurs com- 
pl^tement arbitraires, on a identiquement (d'apres III, t. I, 
p. 35a) 

\]uy = a'^r^ b^^r^ c'^r^ b^Cj.(abc)[[bcu]ay — [acu)by -♦- [ahti] r^]. 

Ici le premier terme est nul, k cause de ( 2 ) ; les deux autres sont 
identiques, parce que Tun s*obtient au moyen de I'autre, par per- 
mutation de i et c; par consequent, on a 

Vuy = 2^;^ 2 ^/i-3 ^n-1 (,^c^i^abc] [ abit ) 

= fC^b; -'c; -' b, [abc)[[abu)c^ -f- [bcu)a^], 

ou, d'apr&s Fidentit^ (III) (t. I, p. 352 ), 

U«j. = iiJ-* A;-»r;-» b^ [abc][[acu ) b^ -f- [abc] i*^], 

Le second terme est nul, d'apres(5), et le premier a, d'apris (4)^ 
la valeur 

car il provient, a part le signe, de 

[abn] [abv]ay^b'\-^ = [acu] [acv] a"-^ c'^f^ =pUyVy, 

si Ton pose 1^/ = i"r' i^ i|. Par 14 se trouve d^montr^e notre pro- 
position, k savoir que la hessienne touche les deux branches de la 
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cow'be originaire au point double. Le fait que la tangente d^uoc 
premiere polaire quelconque est harmonique au couple des Ud- 
gentes du point double et a la ligne qui joint ce dernier point au 
pdle (z) (p. 24) r^sulte de ce que la tangente en question 

(6) «J-»fl.«, = o, 

par suite de la forme de son Equation, se confond avec la polaire 
du point z reiativement au couple de lignes a^~^ a* = o. 

Si la courbe originaire a un rebroussement au point j^, la polaire 
quadratique de y est le carre parfait d'une expression lin^aire, 
c'est-a-dire que Ton a 

(7) ««.-»ai=..j, 

les quantit^s 1^/ d^signant les coordonnees de la tangente de 
rebroussement. L'^quation de la tangente en ^ a la premiere 
polaire d'un point z (Equation 6) est alors identique a 

v^v. = o. 

Par consequent, la premiere polaire d'un point quelconque 
touche la tangente de rebroussement au point de rebroussement; 
mais, en ce dernier point, la (/i — 3y*«n« polaire dej^ 

a aussi un point de rebroussement et une tangente de rebrous- 
sement commune avec la courbe donnee. Done, d'apr^s un th^o- 
r^me r^cemment d^montr^, la polaire d'un point reiativement a 
cette courbe du troisi^me ordre 

touche la tangente de rebroussement au point de rebroussement. 
Par consequent, r^quation de cette conique en coordonn^es- 
lignes 

est satisfaite si Ton pose 
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6t cela Ind^pehdammenl des ^/. L^^qualion 

est done satlsfaite idenliqiiement ; roais elle n'cst autre que Tequa- 
tion de la polaire quadratique de y relativement k )a hesslenne, 
car le terme qui se rencontre encore dans celte derni^re, 

resuhe de Fexpression [bcu)^b'^~^c'^~^, qui s^^vanouil, en verlu 
(le (7), pour w/iiA = aiaka'y^a\j et il esl, par consequent, iden- 
tiquement nul. Done il r^sulte de (8) que la hessienne a iin point 
triple au point de rebroussement de la courbe primitiue. 

Nous obtiendrons facilement la determination des trois tan- 
gentes a ce point triple apres. avoir consider^ les relations corres- 
pondantes dans les courbes du troisi^me ordre. Si une telle courbe 
poss^e un point de rebroussement, y ayant pour tangente de 
rebroussement s^j et que \ soit un point de cette derniere, Tequa- 
tion ( 7 ) se transforme en 

Soit maintenant 
il \ient, les k/ designant des grandeurs arbitraires, 

=: 3 [abc] [ahu) Oxhj.Cj.Cy = 3 [abv] [ahtt] a ^bjVj. 
=1 3 («v^; — ^\y^i) '/fb/i) fl^bjc^'j. 
z=:Gay bz 'ftbu) a J bjVj. = (J [i'bu] //^ bii'^. 

Comme nous pouvons supposer que les ii/ aient ^t^ choisis de 



(') L'evanoiiissemeut do cette expression, quo nous designerons par P, pout aussi 
•Hrc reconnu de )a mani^ro suivante. Soit ( un point de la tangente de rebroussement 
f-sro); on a, d*apr*8(7), 

et ensuite 

a'l * €tj- fh --= «'x ♦': = 0, a^~ * «^ = o. 

De la resulte qn'on a identiquement 

P = {arhy^ &,ayya^r^ A;-3/i.*.= rtJ-'^^-S „- A- (n* Aj^- 2fi^^b'^<lyl,y-i- bj^^] = 0. 
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telle maui^re que le facteur(v&u)£ar&c ne soil pas identiquemcnl 
nuly il s'ensuit que la hessienne d'une courbe du troisieme 
ordre a point de rebroussement se compose de trois lignes 
droites, dont deux se confondent avec la tangente de rebrous- 
sement (p. 3o). 

Si Ton passe aux courbes d*ordre /i, les trols tangentes de la 
hessienne seront representees par la polaire cubique de jr rela- 
tivement k cette derni^re, c'est-i-dire par r^quation 

car le terme 

s^^vanouit idenliquement, en vertu de (7). Examinons mainlenant 
isol^ment les deux termes de I'^quation (9). Le premier, ^gal^ 
scparement k z^ro, donne la hessienne de la courbe du troisieme 
ordre 

qui poss^de aussi en y un point de rebroussement ayant v pour 
tangente ; il renferme done , d'apr^s un theor^me recemmenl 
demontre, le facteur 1^^.. La m^me chose a aussi lieu pour le second 
terme du premier membre de (9). Si Ton d^signe en effet parQ 
ce terme, abstraction faite du facteur 2(72 — 3), on a, d'apres (7). 

Soit maintenant encore ^ un point de la tangente de rebrous- 
sement, d'ou ^'5 = o ; il viendra 

= ^';. --• a\ ij"r^ bl b^ 4- a'l * ola\ b" » b^ 

ou, en vertu de (a) et de (7), 
et enfin, k cause de yi=z o^ 
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L'expression (9) renferme done effectivement le facteur f^, et 
nous avons par suite ce th^or&me : Si une courbe possede un point 
de rebroussement, sa liessienne a en ce point un point triple tel 
que deux de ses tangentes coincident avec la tangente de rebrous^ 
sement de la courbe donnee. 

Dans la transformation que nous avons op^r^e sur Q se trouve 
renferm^ un th^or^me g^om^trique. En effet, 

est r^quation de la premiere polaire de y relativement a la 
courbe 

(10) a^-^ ^J-* [abif a%bl = o. 

Cette demi^re a done, de m^me que Q, un point triple eny, 

Mais dans (lo) nous avons en m^me temps T^quation de la 

conique 

aZ~^a\al = o 

en coordonn^es lignes, c'est-i-dire de la polaire quadratique de x 
relativement k la courbe 

courbe du quatri^mb ordre ayant un point de rebroussement en_j^. 
L'equation (lo) donne, par suite, le lieu des points x dont les 
polaircs quadrat iques relativement i (i i) touchent une ligne ayant 
Vi pour coordonn^es. Si done une courbe du quatrieme ordre a 
un point de rebroussement, les points dont les secondes polaires 
touchent la tangente de rebroussement sont situes sur une autre 
courbe du quatrieme ordre, Cette derniere a au point de 
rebroussement un point triple, dont deux tangentes coincident 
avec la tangente de rebroussement de la courbe donnee. 



IV. — Sur qnelqnes courbes covariantes. 

11 a d^ja ^te observe pr^cedemment (p. 16) que Ton pent 
^crire imm^diatement sous forme symbolique un nombre illimit^ 
(le covariants, dont la signification doit ^tre pr^cls^ment deduite 
de la th^orie des polaires. Parmi ces covariants toutefois, un petit 
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nombre a ^t^ etudic^ jusqu^ici, k savoir ceux qui sont definis par 
les conditions g6om^triques les plus simples , et l^examen des 
courbes correspondanles va nous occuper niaintenant. Nous 
apprendrons a connaitre un premier exemple d*une relation urn- 
voque non lineaire entre deux cowrftey/Timportance exceptionnelle 
de ces relations, qui n^apparaitra que plus tard, justidera le long 
temps que nous consacrerons au sujet. Nous aurons d'ailleurs occa- 
sion de fa ire, k di verses reprises, usage des formules de Pliicker 
qui viennent d'etre developp^es. 

L'esp^ce cit^e de covariants 6tant caracteris^e d'une roaniere 
g^nerale par la condition que lar**"' polaire d'un point ait unepro- 
pri^t^ invariante d^termin^e, ^tablissons en particulier la condition 
k remplir pour que la premiere polaire d'un point j^ relativement 
k la courbe originaire 



poss^de un point double. Nous avons obtenu (p. 19), ainsi qu'on 
s'en souvient, comme lieu de ces points doubles, la hessienne qui 
est de Uordre 3 (71 — 2) en eliminant les^j^, (coordonn^es du pole) 

entre les trois equations //a = r ; — I 



Une seconde courbe sera parcourue par le p6le j' : on Tappelle la 
steinerienne de la courbe originaire, Une troisi^me sera enveloppec 
par les lignes qui joignent un pdle j^ (point de la steinerienne) avec 
le point double de sa premiere polaire (point de la hessienne); ce 
sera la cajlejenne de la courbe - primitive (*). Une quatrieme 



(*) l^ludiee d'abord par Cayley^our les courbes du troisieme ordre [A memoir oh 
curves of the third order {Philosophical Transactions^ t. CXLVII, !!• Partic, 1857), »« 
ftingularites ont ete donnees sans demonstration par Steincr dans le Journal de CrcUe^ 
t. 47. Cremona a deduit du raisonnement les nombres pluckeriens de la steinerienne 
(Einleitung in die Theorie der algebraiscken Curven^ Introduzione ad una teoria 
geometrica delle curve pia/te). Les demonstrations analytiques qui suivent ont ete don- 
nees par Cledscb, Ueber einige von Steiner behandelte Curven {Journal de Crelle, 
t. G4). Steiner appelle la courbe qui, plus tard, a rc<;u son nom, courhe-nojau 
{Kerncurve). 
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courbe est eniin envelopp^e par les tangentes des premieres polaires 
en leurs points doubles (*). Nous bornerons n^anmoins nos con- 
siderations aux trois premieres courbes cities. Nous supposerons 
d^ailleurs que tous les coedGcients de la courbe primitive sont ind6- 
pendants les uns des autres. 

La hessienne est donn^e par T^quation 

Elle ne possede en general ^ c est-OHiire si Von exclut les relations 
speciales entre les coefficients de la courbe primitii^e, aucun point 
double. On peut d^montrer indirectement cette proposition en 
determinant directement le genre de la stein^rienne, comme nous le 
ferons plus tard, et en observant alors que la hessienne et la stei- 
n^rienne se correspondent point par point, de telle sorte qu*a un 
point de I'une r^pond sans ambiguity un point d^termin^ de FautreV 
etreciproquement. A Taide du th^or^me (que nous dc^raontrerons 
plusiardoccasionnellement apropos des transformations univoques) 
d'apres lequel deux courbes qui pr^sentent entre elles une relation 
reciproque a determination unique sont du memegenre, on trouve 
que le genre dela hessienne est ^gal a celui de la steinerienne, c'est- 

a-dire ^gal a -(3/i — 7) (3/i — 8), d'ou il suit que la premiere 

courbe n'a pas de point multiple. La demonstration directe parait 
presenter de graves diflicultes et n'a pas encore ^t^ fournie. Dans 
tous les cas, il est digne de remarque que la hessienne puisse 
avoir un point double sans que la courbe primitive possede un 
point de cette nature, comme le montre Tcxemple d'une courbe 
sp^ciale do troisi^me ordre (a savoir la courbe xj -I- xj 4- xj = o). 
En admettant provisoirement le theor^me enonc^, on obtient 
par les formules de Pliicker, pour les singularit^s de la hessienne 
(que nous d^signerons par des lettres accentuees), les nombres 



(*} Des recherches plus generalcs de Zeuthen sur les systemcs d'un nombre simple- 
luent infiui de courbeSf recherches que dous metitionnerons plus tard, il resulte, pour 
le ^ore p de cette courbef 

2/;= 2.3(/i — a)-+-ii(« — a)(« — 3) = G(w — 3)(2« — 5). 
Voir la derniere Section de ce Chapilre. 
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suivants : 

ri>'=3/i'(/i' — a)==9(/i — 2)(3/i — 8), 

y=:i[//~i)(/£'— 2) — i.(3«-7)(3//-8). 

2 2 

Liquation de la stein^rienne s'obtiendra en ^liminant lesxentre 
les Equations (i). Conform^ment k la proposition suivant laquelle 
le degr^ du resultant par rapport aux coefficients de chaque Equa- 
tion est egal au produit des ordres auxquels entrent les variables 
dans les deux autres Equations (p. i3) [ici, par consequent, Egal a 
(/I — I )^], elle est du degrE 3 (« — 2)^ par rapport aux j- ; autrement 
dit, I'ordre de la steinerienne est egalh Z[n — 2)^. 

Pour dEterminer sa classe, remarquons que les coordonnEes u/ 
d^une de ses tangentes se trouvent au moyen des formules 

(2) { 

car la tangente est la ligne qui joint deux points voisins de la 
courbe ayant pour coordonnEes ji et yi 4- dji. Le point y -f- dy 
doit satisfaire, tout commej^, aux Equations (i), si dans ces Equa- 
tions on Ecrit a:,-|-rf^/a la place de JC/. Nous avons done encore 
les trois Equations 

/31^(> 1 +/3l'(>"2 -+-/33^(>'3 -+-.>! ''i^31 -^ Xi^lfzi -+" J 3^4^33 = 0- 

Multiplian t maintenant lei$ Equations (i), une fois paroTi, x^j Xi, 
une autre fois par dxty dx2, dx^j et ajoutant chaque fois, il vicnt 

/ / \ \ f\Xi'^ ftyf^ fz Xz = Oi 

(4) \ 

I X\flf\ -^yi^lft -hJz^(fz — o. 

D'ailleurs, les Equations (3) multipliEes par Xi, X2f x^ et ajoutees 
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(lonnent, en ayant ^gard a (4)^ le resultat suivant : 
(5) /i^/i -f-Zj^Oj -h/z^bi = o. 

Si Ton compare ces Equations avec les Equations (2), on trouve 

(6) U.Ui=fi, ,Ufl,=/j, Utt3==/„ 

d'ou il resulte qu'a tout point de la hessienne correspond une tan- 
gen te de la steinerienne. £liminons les x entre ces Equations et 

entre T^quation 

A = o; 

il en resultera une Equation entre les quantit^s u qui sera F^quation 
de la steinerienne en coordonn^es lignes. Sa classe est d^termin^e 
par le nombre des tangentes qui passent par un point quelconquea*, 
c'est-a-dire qui satisfont k Tequation 

uz = o ou /,?, -4-/j;i -h/3?3 = o^ 

Orcette Equation repr^sente une courbe du [n — ly*"* ordre qui, 
ensemble avec la hessienne, determine les 3(7i — ^) {^ — points 
tels que les tangentes a la steinerienne qui leur correspondeni, 
passent par le point (. Le nombre de ces tangentes est ainsi deter- 
mine : la steinerienne est de la classe 3(/2 — i) (/z — 2). 

Nous passons maintenant d^abord a la determination de Tordre 
el de la classe de la cayleyenne. Un point de cette courbe est defini 
comme Tintersection de deux tangentes voisines : done, pour trou- 
ver son ordre nous devons nous demander combien de fois il arrive 
que deux tangentes infiniment voisines se coupent sur une droite . 
quelconque i^. Soient Zi les coordonnees d'un point de la courbe^ 
la tangente en ce point est la ligne de jonction d'un pole y avec le 
point double x de sa premiere polaire, et par consequent la* tan- 
gente voisine la ligne de jonction des deux points x -h dx, y -+- dy^ 
si x et X + dx sont des points voisins de la hessienne. Nous avons 
par suite 



et aussi 



;:^ = ( a -i- cU) [Xi 4- dxi) -+-(>-+- d\) [Xi + ^//), 
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ct de la r^sulle 

( 8 ) xi eiu -h u dxi -+- Xidl -f- ). dji = o . 

Si de plus z doit ^tre sitii6 sur une droile determin^e ^' (v*. =^ o). 
on a, d'apres (7), 

ILV^ -f- \Vy Z= O. 

On pent done poser 
et par la (8) devient 

Si nous portons les valeurs des dyi de ces Equations dans les equa- 
tions (3) qui ont encore lieu ici, nous trouvons, en avant egard 

Par unc transformation convenable de ces equations nous pou- 
vons en ^liminer les difierentielles des x/, et nous obtenons ainsi 
une Equation qui doit exister entre deux, points correspondants x 
cly de lahessienne ct de la steinerienne pour que Ic point 011 leur 
ligne de jonction touche la cayleyenne soit situ^ sur la droite v. 
Si nous d^signons en effet ^^t fi^h les troisiemcs d^riv^es partielles 
de/, d'ou 

el que nous posions ensuile pour abreger 

9ik = (« — 2 ) [Xxfixk -f- ?\fiu -+- XzAk]* 
['expression qui figure dans le premier membre se transforme ca 

En substituant dans Tdquation (10), on obtient 

p »V 2 fa- (Irf, -h 2 ( Vy fir I, — Xf, dii]fif, = o. 

Multiplions maintenant ces equations par Vy et ajoutons les ternic> 
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— vfjcdtiLfiJiXM' Ceite demi^re operation est sans influence, car nous 
avonSy d'apr^s le th^or^me d'Euler et d'apres (i), 

?/i-^i + ?ii-^i -^ ?i3-^s = ('' — 2) (y;, ji -4-/, jj 4-/3 js) = o. 

Nos equations deviennent eniin par la 

relation dans laquelle on apos^ p^ = pyydxk — XkdjjL, et T^limina- 
tion des p^ et cons^quemment aussi celle des dx^ donnent pour 
r^sultat 

Ce determinant est homog^ne et du troisi^me degri en i^^ et v'^ ; il 
est) par consequent, de la forme 

Mais ici S est le determinant forme avec lesyi*; il est done nul A 
cause de A ^ o ; d'ailleurs P d^signe le determinant des <P/Ay et ce 
determinant est encore nul en vertu de 

L'expresslon (ii) est done encore divisible par s^xS^x^ ^'' apres 
suppression de ce facteur, il reste une equation de la forme 

clans laquelle les A/jt designent des fonctions de Tordre 3« — 7 par 
rapport aux or. D^autre part, les produitsj^/j^/t deviennent, par suite 
de (i), proportion nels aux determinants mineurs F/a de A ('); on 
peut done finalement remplacer (11) par T^quation 

22A/^.F/a.==o, 
qui ne depend plus que des x. EUe represente, puisque les F/a 



(*) On tire, en effet, de (1), d'apres des propositions de la theorie des coniques, 
Clebscu. — G come trie, II, 6 
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renfermentlesora la (2w — 4)**""* dimension, une courbe de Torare 
Zn — jH-a/i — 4 = 5/1 — II qui coupe la hessienne aux points x, 
dont les lignes de jonction avec les p6les correspondants y 
touchent la cayleyenne en ses points dMntersection avec la 
ligne V ; en d^autres termes, Vordre de la cayleyenne est egal a 

3(/2 2)(3/l If). 

La determination de la classe s^efiectuc plus simplement. Si la 
tangente definic comme ligne de jonction de deux points corres- 
pondants X Qiy doit passer par un point determine ^, on doit avoir 

ce qui, port6 dans les Equations (i), donne 

(12) u.fi-\-\fi~0, 

si 

»l =/l?i -^fiili -+-./)3?3. 

On trouve, par suite, les valeurs correspondantes des x au moyen 
des Equations 

(»3; < Jlfi — fi/i = 0, 

IjC nombre des solutions communes aux deux premieres Equations 
est egal h (272 — 3)^; mais il en faut exclure les (« — i)(/i — 2) 
solutions des Equations yi = o, cpa = o, pour lesquelles les deux 
premieres Equations sont salisfaites, mais non la derni^re; nous 
avons ensuite a retrancher la solution a:/ =5/, ^videmment illu- 
soirc. II rcsle done seulement 

( 2 « — 3 ; - — ( // — I ) ( // — 2 ^ — I := 3 ( /I — ' ) ', " ^ ) 

points communs aux courbes (i3). A chacun d*eux correspond une 
tangente de la cayleyenne passant par le point ^ ; la classe de In 
cayleyenne est, en consequence, egale a3(/i — i)(/i — 2). 

La d(^ termination des autres nombres caract^ristiques appar- 
lenant a la courbe de Steiner, et en particulier celle du nombre 
de ses tangentes d^inflexion, pent ^tre rattach^e aux Equations (6), 
en vertu desquelles une tangente u de la stein^rienne est li^e a 
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un point x de la hessienne par les relations 

df 

De la, en efTety r^sulte cette premiere consequence que la sleine- 
rienne est env^eloppee par les polaires lineaires des points de la 
hessienne, et que le point de contact de I'une de ces droites est 
toujours le pointy de la steinerienne correspondant au pole x de 
la hessienne. Ce dernier r^sultat vient de ce que, en vertu de (i), 
onl toujours lieu pour j^ les Equations (4) 

et que, par suite, jr est constaniment le point d'intersection de 
deux tangentes successives u et u + du. On pent maintenant se 
demander, en general, quels sont Tordre et la classe d^une courbe 
<I>=o qui serait envelopp^e par les polaires lineaires des points 
d'une courbe du i»**"* ordre 

relativement a la courbe originaire y= o (d'ordre w), ce qui in- 
Iroduit dans les recherches pr^c^dentes une courbe du iw**"* ordre 
a la place de la hessienne. La classe est determinee par le nombre 
des tangentes qui passent par un point fixe ^, et cons^quemment 
par le nombre des points d'intersection de la courbe d'ordre n — i 

o^i Ov^ o.t-i 

avec 9 = o, et elle est, par suite, ^gale a /»(« — i). Pour la d^ler- 
miDation de Tordre, nous devons choisir le point ^ sur une droite 
qaelconque i^ de telle mani^rc que deux tangentes passant par ce 
point, et par consequent deux points d'interseclion des courbes ( 1 4 ) 
el (i5), soient infiniment rapproch^es ; k cliacun de ces points d'in- 
lersection correspond d'ailleurs une des tangentes en question. De 
la il r^sulte premi^rement que : 

Les premieres polaires des points d'une courbe em^eloppee par 

les polaires lineaires d'une autre courbe (f sont tangentes a cette 

derniere. 

6. 
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Pour atteindre notre but, nous avons, d'apris cela, a £tabllrla 
condition du contact des courbes (i4) et (i5) ou au moins le degre 
de cette condition par rapport aux coeflicients de (iS), et conse- 
quemment par rapport aux ^. Nous elargirons ce probl^meen nous 
proposant de determiner, en general, le degre du tactim/arianl 
[cest'&'dire de la condition de contact) de deux courbes d'ordre 
m et [X par rapport aux coefficients de leurs equations. Soienl 
^ = o, ij; = o respectivement ces deux courbes, qui se touchenl 
au point x; si <^ d^signe une droite quelconque et ^ son point 
d'intersection avec la tangente commune de f et ^ en x, les Equa- 
tions suivantes sont n^cessairement satisfaites : 









^1 






li 






^3 



= 0, 



5t-*-T^53=o, 






Eliminant les ^/, il vient 



(i6) 



V = 



d^l> d-^ d^ 



dri 


(iXj 


dxj 


(}f 


df 


df 


OjCi 


(>.r, 


dx^ 


»'i 


*'* 


«'8 



= o, 



Equation de Tordre m-f- «x — a qui, en gEnEral, reprEsente le lieu 
des points dont les polaires linEaires se coupent surJa ligne v\ 
cette courbe passe done, independamment des v^ par le point de 
contact. Si nous prenons, au contraire, les x constants, les v va- 
riables, la formule (i6) donne TEquation du point d^intersection 
des deux polaires linEaires de x; mais ce point d'intersection se 
confond avec le p61e x si ce dernier est un point commun de 
y = o et de vj> = o. LYlimination des x entre <p = o, ij; = o et 
entre (i6) donne, par suite, le produit des points d'interseclioD 
de (f et ^. Toutefois ce produit est encore multipliE par un facteur 
Etranger, car TEquation serai t ici du degrE m/ix par rapport aux 
coefTicients de V, du degrE //(/wH-jex — a) par rapport a ceux de o 
et du degrE m(/n-t-fx — 2) par rapport a ceux de ^, par conse- 
quent en tout des degrEs fx ( 2 m -f- /ix — 2) et m(2/iH-m — 2) par 
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rapport aux coeflicients de 9 et de ^^ tandis que ces nombres, 
d'apres des recherches pr^c^deutes (t. I, p. 35o), ne peuvent ^tre 
respectivement ^gaux qu^a [i et m. Le facteur intervenant est done 
des degr^s /ui ( 2 //* H- |ut — 3 ) et m ( 2 ti H- w — 3 ) par rapport aux 
coeiBcients de o el tp respectivement. Or, comme I'expression (16) 
et par suite aussi notre resultant s'6vanouissent ind^pendamment 
des yy si x est un point de contact de 9 et ij/, le facteur cit^, 
^gale a zero, donne pr^cis^ment la condition du contact, et nous 
avons ce iL^or^me : 

La condition de contact (tact invariant) de deux courbes des 
ordres m et (i est du degre |ut(2iwH-|x — 3) par rapport aux 
coefficients de la premiere et du degre m[2[i'\-m — 3) par 
rapport aux coefficients de la seconde ( * ). 

Dans notre cas, nous avons une courbe du m**"*" ordre (i4) et 
line courbe du [n — f^*™* ordre (i5); leur tactinvariant est done, 
par rapport aux coefficients de la derni^re et par consequent re- 
lativement aux ^ (ce dont il s'agit uniquement pour nous ici), du 
degr6 m(2/i-H/n — 5). Mais Finvariant, ^gal^ k z^ro, donne imm6- 
diatement le lieu des points \ dont les premieres polaires touchent 
la courbe 9, c^est-a-dire la courbe 4> = o en coordonnees points. 
Done r ordre de la courbe enveloppeo par les polaires lineaires 
des points de (p = o est egal ^ m[2n + m — 5). 

En remplagant maintenant de nouveau 9 = par la hessienne 
et par suite m par 3(/z — 2), nous trouverions Fordre de la stein^- 
rienne egal k 3(w — 2)(57i — 11), tandis qu'en r^alit^ il est seule- 
ment ^gal ki[n — 2)*. Cela provient de ce que, parmi les tangentes 
qu'il s'agit de meneir de $ 3i 4> = o, il y en a deux successives qui 
coincident aussi pour tout point d'une tangente d'inflexion de 4> ( ^ ) . 
Done, dans la stein^rienne se pr^sentent des tangentes d'inflexion 
(ce qui, en g^n^ral, n'aurait pas lieu pour une courbe donn^e en 
coordonnees lignes), d'ou la consequence suivante : 

Le lieu des points dont les premieres polaires touchent la hes^ 



(*) Foir Saliio!!, Higher plane curves. Chap. III. Comme exemple, citons le tactin- 
Tartanl de deux Goniques, t. I, p. 371. 

(') Pour un point appartenant a une tangente double, il y a aussi deux de ces tan-* 
gentes qui coincident, mais ellcs ne sont pas consecutires. 
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sienne se decompose en deux parties : la courbe de Meiner, ijia 
est d'ordre 3(7i — 2)^, et une autre courbe d'ordre 

3(/2— o) [5/1 — 11) — 3(/i — 9.)*= 3[/2—o) (4/1—9), 

(jui est le produit des tangentes d' inflexion de la steinerienne. 
Pour les premieres polaires des points de ces tangentes d'inflexion 
le contact est un contact proprement dit; au contraire, pour cellos 
des points de la steinerienne, le contact est improprement dit, 
ces derni^res polaires ayant un point double sur la hessienne. 
Le th^orcme ^nonc^ en dernier lieu nous donne le nombre des 
tangentes d'inflexion dc la courbe de Steiner, c'est-a-dire 

3[/l — 2j(4/i— 9), 

et nous pouvonSy par suite, calculer les singularit^s restantes au 
moyen des formules de Plucker. On obtient en particulier pourle 
genre p de la courbe de Steiner la relation ^ 

?./? — 2 = 3 ( w — 2 )' -f- 3 ( // — ^ I ! 4 " — 9) — 2 . 3 ( /* — \)[n — 2 \ 

d'ou 

;>=^(3/'-7)(3''-8). • 

Le genre de la hessienne se trouve ainsi ^galement connu, si 
Ton fait usage du theor^me mentionn^ plus haut sur les courbes 
qui sont li^es r^ciproquement entre elles par une relation k deter- 
mination unique. La relation k determination unique dont il est 
question ici consiste en ce qu*^ un point quelconque de la steine- 
rienne correspond un point de la hessienne, savoir le point double 
de sa premiere polaire, et il y a 6galement unite de determination 
dans la relation inverse. Mais les deux courbes presentent aussi une 
relation de m^me nature k regard de la cayleyenne : k un point 
quelconque de la courbe de Steiner correspond une tangente et par 
consequent aussi un point de la cayleyenne. Le genre de cette der- 

niJre {*) est done encore egal k-{Zn — 7)(3/i — 8). Au moyen du 



(*) Ce theoreme n'est pas exact h. I'egard de la cayleyenne pour 11 := 3, et il en est 
cons^uemment de mAme alora des nombres qui suiyent. Dans ce cat, en effet, la 
steinerienne et la hessienne se confondent, et a une tangente de la cayleyenne corres- 
pondent deux points de la hessienne. 
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genre, de Tordre et de la classe de chacune de ces courbes, nous 
poiivons calculer leurs autres singularit^s par les formules de 
Pliicker. La realisation du calcul nous fournit le Tableau suivant, 
dans lequel, pour faciliter la comparaison, nous r^pe tons les nombres 
relatifs a la hessienne : 





i:us.sie.NNE. 


STKI?<EHIKNNE. 


^ CAYLFAKXNE. 


p 


i.'3/i-7):':{/i — 8) 


^(3//-7)(3//-S) 


;:.(3,/~7)(3//- s) 


n 


H«--0 


3(//-->)* 


3 ( // — 2) ( ) // — 11) 


k 


•'(«- 0(3/1-7) 


3(/i — i)(/i — 2) 


3 (/I — i)('// — •> 


d 


" 


,}(//-a}(//-3)(3//«-9//-:)) 


"(/I— 2) (.)//- -1 3) '.')//* i<,//^i(i^ 


r 





,,,(„.._, X//-3) 


,8(«— •..)(•?« — :,) 


• 


\^(«-i)(tt— 3)(//— 3X3//— S) 


lift •»)(// 3X3/1* 3//— S) 


Jj-^// — '»)-(^//' — '» // — 1 1 


H' 


<)(/! — -O^S/i — 8) 


3(/i — o)(/,„_(,) 






On doit, ainsi que nousle montrerons plus tard dans Tetude des 
transformations univoques g^nerales (*), se representer les points 
doubles de la courbe de Steiner comme tirant leur origin e du fait qu'^ 
deux points s^par^s x de la hessienne vient correspondre un seul 
etmeme point j^ de la stein^rlenne, qui devient alors pr^cis^mentun 
point double de cette derni^re, et Inversement k ce point double 
correspondent deux points s^par^s de la hessienne. // existe done 

-(n — 2) (rt — 3) (3/2* — 9// — j) premieres polaires a deux 

points doubles, et les poles correspond ants sont les points doubles 
de la steiner ienne, Les deux tangentes en ces derniers points sont, 
d'apres ce qui precede, les polaires lin^aires des deux points cor- 
respondants de la hessienne. 

Si au contralre la premiere polaire de j^ a en j: un rebroussement, 
ce qui exige ^galement raccomplissement de deux conditions et 



(') Les forznuleft donnees alors permettront de rcconnaftre facilemeut comment 
le Tableau precedent se modifie lorsque la courbe primittre posscde des points doubles 
ou cnspidaux. 
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ne peut cons^quemment avoir lieu que pour un nombre determine 
de points, nous avons, oci, 0^2^ ocz ^tant les coordonn^es de la tan- 
gente de rebroussement, les six Equations 

ouy d^aprSs les notations introduites plus haut, 

(17) ?/x = (''— 2)«,.«jt., 

avec 

Nous allons maintenant montrer que dans ce cas la steindrienne 
a ^galement au p61e corrcspondant^ un point de rebroussement, 
c'est-i-dire (p. 5y) que trois tangentes successives de cette 
courbe passent par le point j^. En efiet, au moyen des Equations 

Uidti -f- tidiii = ( /I — I ) Ifadxi,, 
nous trouverons 

= (// — i) in — ^)llfiUif^Xk€Lrf, -f- [n — i)2/,A^.r^.; 

et, si nous multiplions les trois dernieres Equations respectivement 
parj>^i,j^3, j^3, et que nous ajoutions, nous obtenons, puisqi^e Ton 
a toujours [^voir (4)] 

{18) 2w,.)- = o ct lyidui^o, 

en ay ant 6gard a (i), 

Dans le cas d^un rebroussement on a done, en vertu de (17), 

(19) ulxid^Ui = [n — i) (/^ — 2) (ai<^.ri -f- a^dr^ -+- OL^dj-^^, 

et cette demidre expression est nuUe. Multipliant en efiet les trois 
Equations (10) respectivement par j>^j, j^'a, y^ et ajoutant; nous 
obtenons 

TfJ'^dj' 6tant deux, points de la stein^rienne, x eix-hdx les 



t. 
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points correspondants de la hessienne : points dont les lignes 
de jonction respectives se coupent sur la ligne 9. Mais les expres- 
sions qui figurent dans le second membre s'^vanouissent en vertu 
de (i8), et il en r^sulte, puisque Vx n'estpas nul en g^n^ral, 

[20) llfifikXiyk = ^J^r* ^itx = o, 

Qdx ^tant egal a a^dxi-^ a.^dx^-^a^dxi. Cette Equation donne 
d'abord ie theor^me suivant : 

Si la premiere polaire de y a en x un point double, la tan* 
gente de la deuxieme polaire dej touche en x la hessienne, ou, 
d'apr^s un th^oreme precedent de la th^orie des polaires, la tan- 
genie de la hessienne en un point x est la droite quatrieme har' 
monique a la ligne de jonction de x avec le p6le correspondant y 
et aux tangentes de la premiere polaire de y au point double x, 

Mais dans le cas d'un rebroussement on a, en vertu de (17), 

d'ou 

etpar suite, ^ cause de (210), a^^=:o ou aj = o. Cette derni^re 
circonstance ne peut pas se presenter, car d'apr&s ( 1 7 ) on a 

expression qui deviendrait alors nuUe, et cela ind^pendamment 
des r, c'est-^-dire que la seconde polaire de y aurait un poin'^^ 
double en x, tandis que, comme premiere polaire de^ relativement 
a a^a'^^ = Oj elle doit passer simplement par le point de rebrous- 
sement de cette courbe (en y touchant la tangente de rebrous- 
sement) (p. a5)« Done, en fait, pour le p6Ie y ont lieu simulta- 
nementy d'apr&s (19)9 les trois Equations 



V 



«i//=ro, lr^elui=:0, 2//rf*ii/ = 0. 



L'^quation a^x=o fait voir de suite que le point x + dx se 
Irouve simultanement sur la hessienne et sur la tangente de rebrous- 
sement a; nous aurons done, en nous reportant aux nombres du 
Tableau, ce th^oreme : 

II existe ia(/i — ^) {"' — 3) premieres polaires qui ont un point 
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de rebroiissement ; les poles correspondants sont les rebrousse- 
ments de lasteinerienne [*)y etles tangenles aux points de rebrous- 
sement des polaires touchent la hessienne en ces points. Celle der* 
ni^re propriety r^sulte imm^diatement de la remarque pricedcnte. 

Nous citerons encore les relations suivantes, indiqu^es par Sterner 
enlre les courbes consid^r^es ici : 

De metne que la hessienne passe par les points d' inflexion de Ui 
courbe driginaire, de meme la steinerienne louche toutes ses tan- 
genles d'injlexion. Cela r^sulte imm^diateraent de ce que la der- 
ni^re des deux courbes est envelopp^e par les polaires lin^aires de 
la premiere, car pour les points d'inflexion ces droites sont les 
tangentes d'inflexion. 

En second lieu, deux poles donl les polaires se touchenl sont 
toujours silues sur une langenle de la steinerienne, et les polaires 
de lous les poles silues sur I' une de ces tangentes se coupenl en un 
seul point, le point double or, lequel appartient h la polaire du 
point de contact y de la tangente; la langenle commune de toutes 
les polaires est la ligne de jonction de x et de y\ elle est done 
tangente a la cajlej enne* 

Si; en eflet, ^ et ^ sont deux points dont les polaires 

Ifi'i^O, l/ifi = o 

se touchent cu x, les trois Equations suivantes ont necessairemcnl 
lieu : 

Si done on pose 

on a devant soi les Equations (i) ; done la ligne qui joint z ell ren- 
ferme le point y de la steinerienne et est tangente en ce point, 
puisque T^quation de la tangente enj [voir (6)] 

/iXj H-/,X, -f-ZaXs = o 



(*) Ce theoreme a ^te dimontre pour les courbes du quatriime ordre parClebsch 
(Journal de Borchardtf t. 59), et en general par Cremona (/oc, eic). 
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est satisfaite pour X = ^ et X = £. Enfin, T^quation des tangentes 
communes des polaires au point de contact x est 

Cclle Equation, 6tant satisfaite pour X = a: et X =j^ repr^sente la 
ligne qui joint le p6le au point double correspondaat de la polaire. 
De m^me qu'en imposant ici aux premieres polaires la condition 
de posseder certaines singularit^s nous avons ete conduits a des 
courbes covariantes, de m^me on pent partir des polaires d'un 
ordre que Icon que et engendrer des figures covariantes qui, comme 
les courbes traitees ici, pr^senteront certaines singularitcs ; mais les 
courbes qui ont cette origine n^ont pas encore ^t^ eludi^es d^unc 
raani^re appro fondie. 

v. — Sur les systemes des courbes. 

Apr^s avoir poursuivi, autant que le permet le developpement 
actuel de la th^orie, certaines considerations g^n^ralesse rattachant 
a une courbe unique, la premiere question qui se pr^sente k nous 
est celle des relations respectives de deux courbes qui peuvent 
etre en g^n^ral d'ordres difKrents, c'est-a-dire celle des invariants 
fonctionnels simultanes de deux formes algebriques ternaires. 
Jusqu'ici, toutefois, il n'est possible de donner d'^claircissements 
gen^raux que sur un petit nombre de points. 

Un invariant simultan^ de deux courbes du m'*"* et du ti**"* ordre 
est fourni par le tactinvariant d^j^ mentionn^ plus haut (p. 84), 
et dont r^vanouissement exprime que les deux courbes se tou- 
chent; cet invariant est du degren(2m-h« — 3) par rapport aux 
coefficients de la courbe d*ordre m et du degre m(a/i-f-7n — 3) 
par rapport a ceux de la courbe d'ordre n ; nous avons, du reste, 
etabli cet invariant d'une mani^re effective pour le cas de deux 
coniques (t. I, p. 3.71). 

On sera conduit a des covariants simultanes en imposant, pa 
example, que les polaires d'un certain ordre de Tune des courbes 
aient avec Tautre courbe une relation invariante d^termin^e, telle 
quWe relation de contact. Si Ton prend, par exemplc, une courbe 
du n**"* et une du premier ordre 

«* = o et Wx = o. 



93 TOME II. — CHAPITKB I. 

la conditioD que les polalres coniques, c'est-a-dire les {n — 2 )**•*• 
polaires d'un point, touchenl la ligne u donne la courbe d'ordre 
2 (/I — 2) d^jk mentionn^e plus haul (p. 18) : 

On obtlent de mSme, si les polalres cubiques doivent toucher 
la ligne u, F^quation d'ordre 4 ('* — 3) (t. I, p. 346), 

[abuY [cduY [acu] [bdu] tf^-'/^^-'rJ »^/^-' = o. 

£tant donnees ensuite une courbe du ti**"* ordre el une conique 

tf2 = o et aJ=:o, 

on pent imposer la condition que, pour les deux coniques 

«""*rtV=o et «* = o, 

Tun des deux invariants simultan^s (An 2 ou Ais2 d'apres nos 
notations pr^c^dentes) s'^vanouisse ; on obtient alors respecti- 
vement les deux courbes 

(a«?)*^;-»=o et (f/^a)»fl«-»^;-» — o, 

d'ou r^sultent, en vertu de la signification g^om^trique des Equa- 
tions Ah2 = o, Ai22 = o (t. I, p. 368), ces deux th^oremes : 

1^ Le lieu d'un point dont la conique polaire possede une 
infinite de triangles polaires circonscrits a une conique donnee 
est une courbe de I' ordre n — 2. 

2** Le lieu d'un point dont la conique polaire est inscrite en un 
triangle polaire appartenant h une conique donnee [et par con^ 
sequent en une infinite) est une courbe de l' ordre a (n — 2). 

Si Ton impose ensuite aux courbes covariantes qui ont cette 
origine des propri^t^s invariantes d^termin^es, on sera conduit de 
nouveau k des invariants simultanes des deux courbes donnees. 
Ainsi, par exemple, pour n=z4f^^ courbe du [n — 2)'*** ordre 
dont r^quation a 6i6 Etablie ci-dessus est la conique 

[ac.pYal-0, 
el, suivant que cette courbe doit se decomposer ou presenter a 
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regard de la conique donn^e les relations invariantes dont il a il6 
question, on obtient les conditions invariantes qui suivent : 

A = (fla]3)« [by^]^ [ci^^Y [abc]* = o, 

B={aaP]^{aySY=zo, 

C = (flaS)* [py^Y [abtY = o, 

ou les symboles |3y y, iy e, ^ ont tous la m^me signification que a. 
Ces exempleSy choisis tout a fait arbitrairement, sufHront pour 
donner une id^e de la diversity des formations qui peuvent se 
presenter. 

Si les deux courbes consid^r^es (y= o, ^= o) appartiennent 
au m^me ordre, que nous d^signerons par n^ il existe une infinite 
de courbes du /i""* ordre qui passent par leurs n^ points d'intersec- 
lion ( * ), et qui forment lefaisceau 

et, pour pr^ciser, par chaque point du plan passe une courbe du 
faisceau. De m^rae que dans un faisceau de coniques on rencontre 
en general trois couples de lignes, c^est-a-dire trois courbes k 
point double, de m^me il se trouvera parmi les courbes du fais- 
ceauy*+ ^f ^ o un nombre d^termin^ de courbes k points doubles, 
car iraposer un point double donne une condition relativement aux 
coeiTicients de la courbey-H Xy, et par consequent une Equation 
pour X, a savoir r^vanouissement du discriminant. Or, pour une 
courbe d'ordre /i, cette derni^re fonction est du degr^ 3 (/i — i)^ 
par rapport aux coeilicients, et cons^quemment dans notre cas par 
rapport a X. // exisle done en general dans un faisceau de courbes 
du n^^^^ ordre 3 (/i — i)^ courbes a point double. Ce nombre 
pent toutefois subir une reduction lorsque les courbes ^et y se 
touchent, lorsque dans le faisceau se rencontre une courbe k point 
de rebroussement, lorsque toutes les courbes ont un point double 
commun et dans d'autres ^ventualit^s semblables (^). Dans ces cas, 

(*) Geci n'cst point en contradiction avec le fait qu*une coarbe d'ordre n est deja 

determinee par -^ — ^ points, car les n* points ne sont pas iiidependants les una 

des aotres. ( yoir le t. Ill de ces Lemons.) 
(*) Voir, sur cc sujet, CbbhomA) EinleUung in die Theorie ebener Curven, 
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3(/f — i)^d£signe a la fois le nombre des solutions proprement 
dites et le nombre des solutions improprement dites, si chacune 
de ces derni^res est compt^e au degr^ exact de multiplicite. 

On peut de m^me demander, en g^n^ral, que pour une courbe 
du faisceau un invariant determine s'^vanouisse ; ily aura toujours 
alors fx courbes de I'espece voulue dans lejaisceau si finvariant 
est du degre fi par rapport aux coefficients de la courbe du n**"* 
ordre. On peut aussi mettre le faisceau en relation avcc une 
courbe d^ordre m donn6e arbitrairement ; il y aura alors un nombre 
determine de courbes pour lesquelles un des invariants simul- 
tan^s poss^d^s en commun avec la forme d'ordre n s^^vanouira. 
Conform^ment aux nombres indiques plus haut pour le degr^ du 
tactinvariant, il existe, par exemple, dans un Jaisceau du /i'^""^ 
ordre, m[2n-hm — 3) courbes qui touchent une courbe donnee 
d' ordre m. Si toutefois cette dernidre courbe a des points 
doubles, parmi ces m(a/i-f-m — 3) courbes tangentes du faisceau 
sont encore comprises celles qui passent par les points doubles, car 
dans un point double deux intersections se trouvent aussi r^unies. 
Mais toute courbe de cette nature absorbe deux courbes tangentes 
proprement dites du faisceau. On le rcconnait geom6triquement 
par le proc(5d6 employ^ a propos des formules de PlCicker pour 
etablir que tout point double d*une courbe diminue sa classe de 
deux unites, c'est-4-dire en faisant successivement degen^rer la 
courbe fixe du m**°* ordre en une courbe a point double et en 
consid^rant alors que dans les deux parties courbes se trouvaient 
deux points de contact confondus ensuite au point double {Jig* i8, 
p. 55). Si enfin Ton fait en sorte que la boucle du point double 
se retr^cisse de plus en plus, un autre point de contact se reunira^ 
a la limite, avec le point de rebroussement ainsi obtenu. Le 
nombre des courbes du /i'^'"* ordre d'un Jaisceau qui ont un 
contact proprement dit avec une courbe d' ordre m possedanl 
d points doubles et r points de rebroussement est done igal a 

m o./i -h m — 3 ) — ifi — 3 /*, 

ou, si nous introduisons Ic genre p =i - [m — i) {m — a ) — d — /' 

(p. 65), egal a 

o. ( mn -^ p — I ) — /*, 
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nombre que nous d^duirons plus tard par une autre voie de consi- 
derations plus generates ( * ). 

A la consideration des faisceaux se rattache un mode de g6n6- 
ration simple d'uue courbe algebrique au moyen de courbes d*ordre 
moins ^leve, qui pent etre consid^re comme une generalisation 
du mode de generation des coniques par deux faisceaux projectifs 
de rayons. A la place de ces derniers, prenons en effet deux fais- 
ceaux de courbes quelconques d'ordres m ei n respectivemenl, 

(i) F-h).* = o, /-f-ay = 0, 

et etablissons entre eux une relation telle qu^a chaque courbe de 
Tun corresponde une courbe de Tautre et inversement, de sorte 
qu^entre leurs param^tres "ky fx existe une Equation lineo-lineaire 

(2) ahx -h bl-h c^i -^ ei=zO; 

le lieu des points d'intersection des courbes correspondantes des 

deux faisceaux liis^ pfojectivement Tun k Tautre est alors une 

courbe du (/w-i-»)'*'"^ordre, dont requations'obtienteneiiminant 

\ (s, entre les trois Equations (i) et ( a). 

Si Ton prend la relation projective, ce qui est toujours permis, 

sous la forme simple 01^ deux courbes ayant mSme param^tre X se 

correspondent dans les faisceaux (i), la courbe r^sultante est 

donn^e par 

F^ — */=:o; 

elle est done effectivement de Tordre m-h/i, et Ton reconnait 
quVUe passe par tous les points de base des deux faisceaux. On 
peut se repr^senter g^ometriquement la relation projective des 
faisceaux comme ay ant Torigine suivante. Posons 

F = <, * = «:;", 

et soientj^ un point de base du premier faisceau, z un point de base 
du second ; les tangentes de toutes les courbes des deux faisceaux 
en ces points fondamentaux forment deux faisceaux de rayons 

C) f^oir ci-apreB la Section Vlii sur reztension du priocipe de corxespondancc. 
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a';"' a, 



^«V"'-'«'^ = o, 



a 



//-I 



u. 



Iol/"-' a'^ 



o. 



Ges faisceaux de rayons sonl projeclifs Tun par rapport a Tautre, 
et Ton peut k Tinverse <5tablir la correlation de deux faisceaux de 
courbes en reliant projectivement deux semblables faisceaux de 
tangentes, car k chaque tangente correspond une courbe unique 
du faisceau auquel elle se rapporte. 

Ici se pose la question de savoir si la courbe engendr^e est la 
plus g6n6rale de son esp^ce et si toute courbe alg6brique peut dtre 
engendr^e de cette maniere. Nous serons plus tard en situation de 
r^pondre affirmativement a cette question, en montrant que sur 
toute courbe on peut toujours determiner deux syst^mes de points 
qui peuvent 6tre employes comme points de base de deux faisceaux 
projectifs pour .la generation de la courbe donn^e (* ). 

Nous passons k la consideration simultanee de trois courbes, 
Parmi les formations invariantes simultanees auxquelles elles don- 
nent naissance, il en est une qui a ete specialement etudiee jusqu'a 
present et k laquelle nous aurons uniquement egard ici : c'est la 
jacobienne des trois courbes primitives. Supposons ces derniires 
donnees par les equations 



'/«' 



tf 111*1 



9 = a"J=z o, -^ == «;" —O, /. = a^. = o; 

la jacobienne sera representee par I'evanouissement de leur deter- 
minant fonctionnel, c'est-i-dire par 

()y ()y d^ 



mm' m" 












dy. Ox 



Oj\ 



Or, 



~[aa'a'']a'^~'af''aY^^ = o 



(') Ce theordme a ^te donn^ pour les courbes du troisi^me ordre par Cbasles 
{Comptes rendus des seances de VAcadimie des Sciences^ t. XLI, i8S3) et dans sa gene- 
ralite par de Jomqui^res, Essm sur la generation des courbes gSometriques ( Uemoires 
prisent6s par divers savants il I'Academie des Sciences, t. XVI, i858). Dans ce travail 
se trouvent traites beaucoup de problemes de construction se rapportant an theo- 
rdme dont il s*agit. Pour les courbes du troisidme ordre, voir le second Chapitre du 
pr^ent Volume. 
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Lajacobienne est done de I'ordre m 4- ni' -+- m^ — 3, et, cornme 
on Vapercoit immediatement, elle est le lieu des points dont les 
polaires linecdres relativement aux trois courbes donnees se 
coupent en un meme point ( * ). 

Lajacobienne poss&de en particulier la propri^t^ de passer par 
les points communs aux trois courbes. Si, enefiet, Ton multiplie 
les deux premieres lignes du determinant fonctionnel par j^i, Xs 
respectivement, et qu'on les ajoute a la troisi^me multipli^e par x^y 
celte derniere se trouve alors compos^e des termesmQ, ///sj/, ///x> 
et le determinant s^^vanouit en mSme temps que ces fonctions. 

Dans ce cas, il se pr^sente une particularity trds-importante 
pour les applications uUeHeures lorsque deux des courbes primi- 
tives sont du m^me ordre ; on a alors ce tbeor^me : 

La jacobienne de trois courbes cf = o, t{/ = o, ;r = o touche en 
chacun de leurs points communs la courbe X = o lorsque o et ^ 
sont du meme ordre; si le point commun est un point double 
pour y^y ce point sera egalement un point double pour la jaco* 
hienne, et les tangentes de cette derniere courbe en ce point se 
confondront auec celles de y^ = o['). 

Pour le d6montrer, comparons les deriv6es partielles de y^ pour 
les coordonnees du point consider^ avec celles du determinant 
fonctionnel ( m = m\ m" -+-2/1/ — 3 = /Jt) 

Or, nous avons 

u Ai-« A. =r Un'a" ) n'^'''^ af-"^ a^''"'^ 



(') Observons qu'ici, comme pour les coniqucs, on a le theor^me suivant : Si U 
determinant fonctionnel de trois courbes de meme ordre est identiquement nul, les 
trois courbes appartiennent au mSme Jaisceau. La demonstration a la jn6ine march c 
que dans les formes quadratiques ; on doit seulement multiplier toutes les equations 
dont il est question (t. 1, p. 379) par les facteurs symboliques aj'~*, «^"~*» «[^"~2 .Tou- 
(efois, des considerations plus approfondies deviennent necossaires lorsque les points 
d'iotersectiou coincident, et le theorSme subit des exceptions lorsque les trois courbes 
considerecs se composent particllement de branches comptant plusieurs fois. (^o/r, 
siir ce snjet, Gorda!I et NOtaer, Math, Annalen^ t. X.) 

('} Voir Hksse, Journal de Crelle, t. 41, p. 286, et Cledsch, Curven deren Coordi^ 
naten ellipt. Ftmctionen eines Parameters sind {ibid.^ t. 64). 

CLCOsca. — C^om6trie, II. 7 
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et, si nous multiplions par u^, les Ui ^tant des quantit^s purement 
arbitraires (sous la seule condition de Ux [>- ou <^ o), et que nous 
fassions usage de I'identit^ 

( 3 ) (aa'a" ) u^ = [aa' u) a'^ - [aa" u) d^ ^- [a! a" u) a, 



'XI 



nous obtiendronsy par suite de ce que les termes multiplies 
par f y ^, f^ sont nuls, 

^ "* ^ ' ■ [m'-^i] «:?'-» a';"'-* «'j'*"-* [ [oTau ) a\^ -f- [a^oT u]a^-\. 



Mais ici le dernier terme se r^duit au premier, a cause de A = o, 
car on a identiquement 

(5) («"««)«; -h [a! a" u)a,= {aa' a")u.--[aa! u)a\, 

et il vient, par consequent, 

,a A'i-' A,//, z= (,;,"- m')ar''' a\[aa! a]a-^-^ d'f-\ 

c'est-a-dire, puisque le facteur (adu) a^'~* ^T~^ pent toujours 
£tre suppose different de zero k cause de la quality arbitraire des u, 
que la tangente de A en x coincide avec celle de -^^ ce qu^il fallait 
demontrer. 

Mais, si x est un point double de ^ = o, le second membre est 
nul independamment des z\ il en est done de m^me du premier, 
c'est-^-dire que A = o a ^galement en x un point double. Les 
tangentes de ce dernier s^obtiendront, k cause de Fevanouissement 
dea]^'''~*a^, en egalant ^ z^ro I'expression suivante, dans laquelleC 
est un facteur numerique : 

c^est-^-dire que les tangentes du point double de A se confondent 
avec celles du point double de f^. 

On pent obtenir une generalisation du theoreme ainsi demonlre 
dans le cas ou le point commun x est pour les courbes o et (ff un 
point multiple d*ordre /* — i et d'autre part pour y^ un point 
multiple d'ordre r ; nous supposons d'ailleurs ici que les tangentes 
des diirerentes courbes en x ont un cours separe. Dans ce cas, les 

derivees partielles -y-i -r-^ s'annulent /• — 2 fois au point jr, etles 
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deriv^es -r^ /• — i fois. Le determinant A forme avcc elles aura , 
par suite, une racine de Tordre 

2(r— 2) -f-r— 1 r=3r--5. 

La courbe A == o a done en x un point dont Tordre de multi- 
plicite est au moins 3r — 5. Pour un plus ample examen, obser- 
vons que la (a — ^y*"* polaire de x relativement i A = o est donn^e 
par r^vanouissement de Texpression suivante : 



6) 



1 .«(.«-')•••(.«-* + OiJ-'A-: 



i = o A- =o / = o 



dans laquelle i 4- A" -+- / = 5 et ou Ton a pos6, pour abr^ger, 

//l^ = (///' — i) (/7i' — 2) . . . [m' — /), 

m'f devant ^tre d^fini d^une maniere correspondante. Si main- 
tenanty en vertu de nos hypotheses pr^c^dentes, les Equations 

; 7 ) n'^"-'-^^ a'.-' = o, a'J!''-'^^ aJ'-'- = o, a"^""'^''' d,^-^ = o 

ont lieu ind^pendamment des z^ tons les termes de la triple sommc 
ecrite ci-dessus qui renferment un des facteurs symboliques 
^m'-r+2^ ^m'-r^2^ fl"^*""'"'^* ou, ce qui revieut au m^me, un des fac- 
teurs aC""', ^z'^j ^z 'y disparaissent, et il ne reste plus, en conse- 
quence, que des termes multiplies par les facteurs 

//:-*, a'r^ fl7-» 

ou par des puissances plus ^levees de rt^, a., ii\. Mais pour 
5 = 3 r — 5, a cause de la relation i + ]< -^ lz=. Sy la plus haute 
puissance de al qui puisse se rencontrer est precis^ment la 

(/• — I )'*'"•, puisque 

r — I =3r — 5 — i[r — 2). 

Notre somme se r^duit done, abstraction faite d'un facteur 
numerique, au tcrme unique 

aa a ] aj^ '^^ * a J! ' ^ a^ * "1 « - «c . 
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Si nous multiplions ce dernier terme par Ux et que nous fassions 
de nouveau usage de Fidentit^ (3), nous obtiendrons une combi- 
naison lin^aire des expressions nulles (7), et par consequent un 
r6sultat ^gal a z^ro : A = o a done en x un point multiple d'ordre 

3r— 4. 

Recherchons ensuite les tangenles de A en ce point, c'est-i-dire 

formons la somme (6) pour 5= 3r — 4* Dans cette somme, tous 

les termes multiplies par oT'^, ^/"'> ^"z~^ disparaissent encore, et, 

k cause de i -h A"-l-/= 3r — 4> 'a plus haute puissance a laquellc 

a^ puisse entrer est ^gale a 

3/. — ^ — 2(r — 2) = r, 

tandis que la moins 6levde est 6gale k r — i . D'apr^s cela, il resle 
dans la somme en question un terme 

(8) [aa'a") af-'^^ af-''^^ aj"-'- * rtC » /i?-^ a!' 

et deux termes dont la somme renferme les facteurs symboliqaes 

Si nous multiplions ces facteurs par Ux, et que nous appliquions 
de nouveau Tidentit^ (3), ils deviennent ^gaux a 

ce qui est, d'aprfes ridenlit^ (5), egal a 

a^ a J. [ ( a a' a" ) . « - — [aa* u)a'S[ aS~ * a'^' ^ n'S~ ^ , 

Mais ici le premier terme est le terme qui se pr^sente dans le 
developpement de AJJ^:^'"^^ A^''"'^, et il est en consequence nul, 
tandis que le second terme comprend le facteur a?", comme le 
premier terme (8) mentionn^ plus haut. Or les symboles «" ne 
iigurent plus dans son second facteur entre parentheses ( a a'u); il 
renferme done aussi le facteur a"*^~^. Nous pouvons reconnaiire cc 
dernier facteur dans le terme (8) en multipliant de mc^me par//x 
ct en appliquant Tidentite (3). II reste, en vertu de (7), precise- 
ment le meme terme auquel nous venons de reduire la somme (9), 
et Ton a, en consequence, C designant un facteur num^rique, 
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L*expression qui figure dans le premier membre renferme done 
le facteur a^'^^'a^y qui determine le produit des r tangentes de 
;( = o en X. D'oii Ton d^duit ce ih^or^me : 

Si deux courbes de m^me ordre ont en un de leurs points 
communs un point multiple d' ordre r — i, et quen ce meme 
point une troisieme courbe possede un point multiple d' ordre r 
[lous a tangentes separees), la jacobienne a au lieu dont il s'agit 
un point multiple d' ordre 3r — 4> dont r tangentes coincident 
avec les tangentes de la troisieme courbe, 

Ce theor^me n*est pas modifi6 si parmi les tangentes de la 
courbe -^en x plusieurs coincident par groupes. Si, au contraire, 
les courbes 9 et <{/ ont en commun les r — i tangentes de leur point 
multiple, n^-^^' «^ ' devient proportionnel k a^'"'*^' «'/-«, et Ton 
reconnait que A acquiert un point multiple de I'ordre 3 (/• — i). 

II se pr^sente encore d^autres particularit^s si quelques-unes de 
ces tangentes communes de f et ^ ou toutes sont en m^me temps 
tangentes du point multiple de y^. 

Si enfin les trois courbes sont du mSme ordre [m=m'=:zm'^)f 
on pent remplacer chacune d'elles par une courbe quelconque du 
sysl^me 

[10) xy -4- >•;»-+- ?*X = o 

sans faire varier la jacobienne. On appelle aussi dans ce cas cette 
derni^re courbe la hessienne du syst^me, et Ton designe le syst^me 
sous le nom de reseau. La jacobienne est, par consequent, une 
combinante de ce dernier [i, I, p. 378). Un reseau est caract^rise 
analytiquement par le fait que cbacune de ses courbes depend 
lin^airement de deuK param^tres ; il le sera done g^om^triquement 
par cette circonstance que toutes ses courbes qui passent par un 
point d^tcrmin^ forment un faisceau, car, si Ton substitue les 
coordonn^es de ce point dans (4)> on pent exprimer Tun des 

param^tres -> - lin^airement au moven de Fautre. Par suite, la 
il [I -^ 

reunion des courbes d'ordre n qui passent par — ^ — ' — - — 2 points 

fixes forme Texemple le plus simple d'un reseau. Un autre 
exeniple nous est foumi par Tensemble des premieres polaires 
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appartenant a une courbe donn^e (a^= o) 



a"-^ «v = o. 



— et^ devant alors 6lre considered comme les deux param^tres 

qui entrent lin^airement. Pour ce rdseau, la hessienne se confond 
avec la hessienne de la courbe primitive, car nous pouvons, enlre 
autres manieres, d^finir la premiere par le th^or^me suivant : 

// existe dans un rcseau une infinite de courbes a point double] 
le lieu de ces points doubles est la hessienne ou la jacobienne du 
reseau, 

L^elimination de x, ^9 fx entre les trois Equations qui repr^sentent 
les conditions n^cessaires pour un point double 



Aa^-^Ui 



ha J. a^ 



u.aJ-^a\^o 



conduit, en effet, au determinant fonctionnel de o, ij^, ;^. 

Nous pouvons enfin donner pour cettc courbe une troisieme 
definition. II arrivera un nombre infini de fois que deux courbes 
ct par consequent un nombre infini de courbes du rcseau se tou> 
chent en un point, car ceci exige Taccomplissement d'i/«e seuh 
condition a T^gard des deux param^lres arbitraires. Soient main- 
tenant o = o, 4* = o deux courbes du rcseau ainsi tangentes; toule 

courbe 

<)© dj d^ 












= o, 



les ^^ pouvant avoir des valeurs quelconques, passera par leur point 
decontact,ainsi quenousravonsmonlre(p.84). Or, si nous posons 

v/z= -^y on n'a la autre chose que la hessienne de notre reseau, 

d'ou la conclusion suivante : 

La hessienne d'un reseau est le lieu des points oil peuyent se 
toucher deux courbes du rcseau. 

II existe pour ces courbes, relativement a la maniere dont elles 
se component k Tdgard des points remarquables du rcseau, des 
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th^or^mes tout k fait semblables k ceux qui ont lieu pour le 
r6seau des premieres polaires k regard des points singuliers de la 
courbe origin aire. Nous mention nerons seulement le suivant : En 
un point conunun h toutes les courbes da reseau, la hessienne 
possede un point double ('). Pour ml ^=. m!' = m en effet, F^qua- 
tlon (4) se transforme en 

uAi"' A,.tt:r = (« - 1 ) \!,aa'u] a\ -^ [a' a" u) «, + [aTau] «',] a^' «/'"* aj-^ 

repression Aj^"* A^ est done nuUe ind^pendamment des Zy puisque, 
d'apres ce qui pr^c^de, on a pour le point commun A = o, ce qu^il 
fallait d^montrer. 
Si, au contraire, pour le point x existent les trois Equations 

la jacobienne a toujours en x un point multiple d*ordre 3(r — i), 
puisque les premieres ddrivies partielles de 9, ^i^, -/^ s'annulent 
encore ici au degr6 de multiplicity r — i , c'est-^-dire que Ton a 

AJ.-^'^»A?''-* = o. 

Or, si Ton forme ensuite Texpression ^j-*'+3 A^'*"^ suivant Tequa- 
lion (6), les facteurs /i^, a^, a* ne peuvent entrer dans les termes 
de la somme , a cause de ( i o ) , qu'a la puissance r — i ou ^ une puis- 
sance plus ^levee. La somme renferme done le terme unique 

Si on le multiplie par Ux, et qu'on fasse usage de Tidentite (3), on 
voit qu'il est n^cessairement nul. D'apr^s des principes tout & fait 
identiquesy Texpression ^^^"+2 ^''-s se r^duit, abstraction faite 
d'un facteur num^rique, a Texpression 

(«rt'a^)<-'*-» flj"-'--* «'"-'-» a:* «?-» a"!"^ 

\ / wC Mf «C ^ «r t^ 



(') Voir^ pour d'autres theoremes dc cette espece, ainsi qu'cn general pour la 
theorie des rescaux, CR£iio:tA, Einleitung in die Theorie der atgebraischen Curven^ sur- 
tout VAppendice dans Tedition allemande. Sur le nombre des courbes a point de re- 
broussement ou k deux points doubles dans un reseau general, voir de Jo!iqui£res, 
Math, jinnalen, t. i, p. l\2^. 
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et, si Ton applique de nouveau k chaque terme, apr&s multiplication 
par Uxi les identit^s (3) et (5), il vient 

= ^or'^^xfl ««' « ) "' — ( ««'« ) «'= -H («'«"«) ^z] 

Si nous ajoutons en (in de nouveau les autres facteurs symbo- 
liques, nous obtenons le terme du d^veloppement de Texpression 
^vanouissante ^5j.-»'^»A^'"-», c'est-i-dire que Ton a aussi 

Air"^*A!r» =0. 

Si done toutes les courbes d'un reseau ont en un point fixe tin 
point multiple d'ordrery la jacobienne a au mdme lieu un point 
multiple (*) d'ordre 3(r — i). 

Au point de vue auquel nous nous sommes places d'abord, la 
hessienne s'est montr^e k nous comme le lieu des points dont les 
polaires lin^aires relativement k toutes les courbes du resean sc 
coupent en un m^me point ; ces points ddcrivent une autre courbe^ 
la steinerienne du reseau, dont Tequation s'obtient en eliminanl 
les quantit^sx entre les trois Equations 

/iJ?-»fl^ = o, ^/;"-»/i;=o, aT^'n', = o. 

La steinerienne est done de I'ordre 3 (m — i)* ; conformdment a 
sa definition, elle est li^e a la hessienne par une relation k deter- 
mination unique. 

Enfin une troisiime courbe, la eayleyenne du reseau, sera enve- 
lopp^e par les lignes qui joignent les points correspondants de la 



(*) Comnie toutes les premieres polaires d'une courbe algebrique ont, en un point 
ronltiplc d'ordre r de cette dcrnicre, un point multiple d'ordre r— >i, et que Is jsco- 
bienne du reseau de ces polaires est en m^me temps la hessienne de la courbe primi- 
tive, il en r^ulte que la hessienne poss^de^ en un point multiple d'ordre r pour la 
courbe, un point multiple d'ordre 3r — 4« ^^^ verifie facilement que r tangentes dece 
dernier coincident avcc les r tangentcs de la courbe primitive ; done au point mul- 
tiple se trouvent reunies r(3r — /|)-j-r = 3r(r — i) intersections des deux courbes. 
II suit de la qu'un point multiple d'ordre r dans une courbe absorbe 3r(r — i) points 

d'indexion, c*est-k-dirc autant que - r(r — i] points doubles. Ce rdsultat est confonoe 

auz observations pr^c^dentes (p. 34). 
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hessienne et de la stein^rienne ; elle est de la classe 3m (m — i). 
En effet, le tfa^or^me suivant est vrai d^une mani^re g^n^rale (') : 

Si deux courbes d'ordre m et m! sont liees par une relation a 
determination uniquCy les lignes de jonction des points corres^ 
pondants enveloppent une courbe de classe in + m'. 

Pour le d6inontrer consid^rons un faisceau de rayons quelconque. 
Chaque rayon u de ce faisceau coupe Tune des courbes en m points, 
a chacun desquels correspond un point de Fautre courbe ; joignons 
ces derniers au sommet du faisceau paries lignes v. Nous avons alors 
en ce sommet entre les rayons u et i/ une correspondance (t. I, 
p. a6i) de telle nature qu*^ chaque rayon u r^pondent m rayons 
w et qu*i chaque rayon v respondent de mSme m! rayons u. D'a- 
pris le principe de correspondance de M . Chasles, il arrivera done 
[m 4- ni') fois que deux lignes correspondantes uqI v coincident; 
c'est-a-dire que par un point quelconque passent m-f-mMignes 
joignant des points correspondants des deux courbes, ce qu^il fallait 
demontrer. 

II existe, a Tegard des singularites de la steinerienne et de la 
caylejenne, des th^oremes analogues k ceux qui ont lieu dans des 
circonstances semblables pour le r^seau des premieres polaires. 
Toutefoisy cette correlation n^est nullement telle que tout r^seau 
d'ordre m puisse etre consider^ comme le syst^me polaire d'une 

courbe d'ordre m + i . Trois courbes quelconques d'un r^seau g^- 

3 
neral dependent en efiet de -m(m + 3) constantes; trois courbes 

quelconques du m^*"* ordre d'un systime de premieres polaires 

dependent au contraire des • ^ constantes de la courbe 

primitive et des six coordonn6es de leurs trois p6les, par consequent 

en tout de - ( m -f- i)(m 4- 4) + 6 constantes seulement. Nianmoins 

les deux nombres sont 6gaux pour m = a. Un resect u de coniques 
peutdonc toujours, d'apres cette supputation preliminaire, etre 
considere comme le systeme des premieres polaires d'une courbe 



(*) Noas aarions pa determiner d'one mani^re identique la classe de la cayleyenne 
d'une eoarbe (p. 83). La m^thode de Biipputation dont U est fait usage dans le texte 
est tres-atile pour led problemes de m6me nature. 
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du troisieme ordre. Du reste, dans la th^orie des courbes du troi- 
si^me ordre qui sulvra plus lard, nous reviendrons avec plus dc 
details sur ce sujet. 

De la consideration des r^seaux on peut s^^lever a T^tude des 
syst^mes de courbes qui dependent de 3, 4? • • • param^tres, et qui 
repr<^sententy par suite, des families Iriplement, quadruplement 
infinies; on peut ainsi, dans les courbes du aj**""* ordre, aller jusqua 

un systime a - /i ( tz -f- 3 ) param^tres entrant lineairement, systeme 

qui embrasse la totality des courbes du /i^*™* ordre. Le type le plus 
simple d'un systeme r fois infini sera toujoursdonn^ par rensembie 

des courbes d'ordre n qui poss^dent -/z(«-|-3) — r points com- 

muns. On doit d'ailleurs 6tudier correlativement, en vertu du 
principe de duality, les syst^mes de courbes dont T^quation en 
coordonnees lignes renferme lin^airement un certain nombre de 
param^tres. Mais il est digne de remarque qu'a un systeme r fois 
inflni de courbes du w'*"® ordre est toujours associ^ un systeme 

determine I ~7i(«-|-3) — r — i I fois infini de courbes de la n'^"* 

classe, et cela se produit d'une mani^re analogue a ce qui arrive 
pour une ligne droite u (c'est-^-dire pour une courbe du premier 
ordre, d'ou /i = i, /• = o), ^ laquelle, en vertu de la condition 

(l l) Uj. == tt,.r| -4- Wj.r, -+- ttj.rj = o, 

est associe un nombre de points simplement infini qui sont r^unis 
avec elle. Deux courbes 

a" = o et ii" = o 

donnent en eflet naissance a Tinvariant simultane a", lin6aire par 
rapport aux coefficients des deux Equations. Si nous regardon> 
les a comme donnas et les a comme des param^tres, d la cow^be 
jixe a" == o sera associe, par I' equation 

o^ = o, 
un systeme lineaire -[w(«-h3) — i] fois injini de courbes de 
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j^iimc classe placees en situation reunie avec la premiere (*). 
Soil plas g^n^ralement un systdme lin^aire r fois infini donn^ 
par r^qaation 

il existe un systeme de courbes de /i'*"° classe m" = o satisfaisanl 
individuellement aux /* + i Equations 

sysleme qui se Irouve d^pendre encore ainsi de - « (/i + 3 ) — /• — i 

parametres arbilraires. Nous dirons que cesjsteme est en situation 
reunie avec le premier (2). 
Reciproquement aussi, 6tant donne un syst^me 

il existera naturellement un systeme de courbes a'^=i o placed en 
.situalion reunie avec le premier en vertu des r -f- i Equations 

a%) = o. 

Si en particulier les a)f' ne sont pas des symbolcs de forme u'io), 
raais r^ellement des coordonnies de points, les courbes du systeme 
passent r^ellement par ces points ; dans ce cas, nos appellations ont 
une interpretation g^ometrique immediate. Cependant jusqti'ici 
line interpretation semblable n'a pu ^tre donn^e dans le cas general ; 
eu ce qui conceme les coniques sculement, le sens de la condition 



(') On peut considerer les coeflicicnts d'une courbo commc des variables indepen- 

(lanU*sxp jr., ... (coordonnees) dans une multiplicite (cspace) de - /i(/2 + 3) dimen- 

sioas; alorSf a chaque point de cette multiplicite correspond une courbe du /2i^mf> 
ordre, ct aux courbes de ii'*»« classe, plncees avec elle en situation reunlG, les plans 

♦•n nombre -//(/n- 3) — 1 fois inlini {iijc=- o) qui passent par Ic point cile. Aux mul- 

tiplicites lineaircs auxquelles donnc naissance I'intcrsection de differents plans «, = o, 
''x = o, ..., ou la jonction de differents points, correspondent alors les faisceaux, les 
rescaax, etc., et les ligures qui sont placees en situation reunie avec eux. 

(*) RosA!(Es {loc. cit.) se sort pour cette relation du mot conjugue {'voir la note de 
la p. 368, t. I); en ce qui concernc les rechcrches correspondantes relativement aux 
rormes binaires, consul ter un Memoirc du ni6me auleur : Uebcr ein Princip der 
y-uordnung algebraischer Formen (Journal de Crellc, t. 7G), ainsi que Sturm {ibid., 

I. m. 
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/z^ = o est connu ( 1. 1, p. 368). Pour les coniques plac^es en situa- 
tion r^unie, on doit distinguer rigoureusement quelle est celle qui 
est suppos6e donn^e en coordonn^es points, quelle est celle sup- 
posee donnee en coordonn^es lignes, car pour ces courbes 
Tordre est ^gal alaclasse, et comme contre-partie deTinvariant Ah2 
se rencontre imm^diatement Tautre invariant A|.j2 qui lui corres- 
pond dualistiquement (t. I, p. 36o). Si pour ;z= 2 on a en parti- 
culier r=2, il existe, en situation r^unie avec un reseau de 
coniques, un sjsteme aussi doublement infini de coniques, et les 
deux syst^mes pr6sentent Tun avec I'autre des relations interes- 
santes et varices. Nous reviendrons sur ce sujet a propos des courbes 
du troisieme ordre. 

Nous pouvons aussi consid^rer les parametres qui entrcnt dans 
un reseau comme les coordonn^es d'un point du plan. Si nous les 
designons d'aprds cela parj'i,j)'.j, r3> I'^quation du reseau 

associe a chaque point y une courbe du m**"* ordre et a chaque 
point X une ligne droite. On pent alors, par analogic avec la stei- 
n^rienne, indiquer un lieu des points j" auxquels correspondent 
des courbes k point double, et aux points doubles de ce lieu cor- 
respondront des courbes k deux points doubles, de m^me que dans 
un reseau de premieres polaires (p. 87). On pent d*ailleurs consi- 
direr en giniral des syst^mes de courbes reprisenlis par une equa- 
tion homog^ne, soitpar rapport auxy, soit par rapport auxx, et 
des ordres m et n par rapport aux x et aux j^ respectivement : 



Alors, a chaque point x correspond une courbe du /i'*"* ordre, a 
chaque point y une courbe du m'*"' ordre. Nous mentionnerons 
seulement encore un theor^me relatif a ces syst^mes (*), qui 
doit ^tre considird comme une extension aux formes ternaires du 
principe de correspondance de M. Chasles (p. 261) etqui peut sou- 
vent dtre utile dans certaines supputations, de meme que ce dernier. 



(') Voir Salmon, Geometry of three dimensions^ secondo edit., i865, p. 5ii, ou 
p. 556 dans la seconde Partie de la traduction allemande de Fiedler. Leipzig, 187.1. 
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£tant donnas deux syst^mes de courbes de Tesp&ce cit^e^ 

a chaque point x du plan correspondent a' = nri points y qui 
sont les intersections des deux courbes, mises en relation avee ce 
point pary== o et 9 = o ; de mSme a chaque pointy du plan cor- 
respondent a = mni points x : on demande quels sont les points x 
qui coincident avecleurs points correspondants j'. En posant a: =j- 
dans les Equations /= i», 9 = 0, nous obtiendrons les points cher- 
ches [points de coincidence) comme intersections des deux courbes 

f\x, x) = o^ ff\x, x)z=o\ 

leur n ombre est done ^gal a 

(m-H/i) (/7i'-f- /i') =:mm'-h nn -{- mn* -{- nm! •=. a -+- a' -J- p, 

si Ton pose^ = mn'+ nm\ Le nombre (3 est ici ^gal k Tordre de 
la courbe que d^crit un point j^ si x avance sur une droite. On ob- 
tient en efFet T^quation de cette courbe si dans /"= o, c[> = o on pose 

el qu'on ^limine /.; le r^sultat de T^limination est alors pr^cis^- 
ment de Tordre mri -\- nrri en y. La courbe parcourue par x 
lorsque j^ d^crit une droite est naturellement du m^me ordre. 

Si Ton donne du nombre |3 cette definition g^om^trique, notre 
th^oreme sur le nombre a -i- a' H- (3 est encore vrai, mSme lorsque 
les a. ou ol points ne sont pas repr^sentables commc le systeme 
complet des points d'intersection de deux courbes, ce qui arrive 
loujours neccssairement au cas ou a et a' designent des nombres 
premiers. Mais nous pouvons ^noncer le theor^me d'une mani^re 
encore plus g^n^rale si nous supposons que pour tons les points 
d'une courbe d^termin^e une coincidence ait lieu. Nous recher- 
cherons alors le nombre des points de coincidence de la corres- 
pondance non situ6s sur la courbe de coincidence ( * ) . 



(') Cette cxleosion du theorenie a ete doiinee par M. ZeuTBEN, Comptes rendus des 
sea/tees de V^ctzdimie des Sciences, juin 1874. Au cas ou la correepondance est repre- 
sentabie par deux equations /= 0, ? := 0, une courbe de coincidence prendra nais- 
uace lursque, en posant Jc^=jr^ un seul et m6me facteur se separera de / et de p. 
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Nous admettons done qu'i un point x correspondent a! points i , 
qu'a un point j- correspondent a points x\ soit d'ailleurs ^ Tordre 
de la courbe que parcourent les points j^ horn ologues de x lorsque 
X decrit une droite. Nous pouvons ^noncer cette demi^re sup- 
position en disant que sur une droite quelconque il doit exister 
(3 couples de points tels qu'un de leurs points se trouve compris 
dans le groupe des points homologues de Tautre. Sous cette 
forme, jS depend sym^triquement des groupes de points x e\.y\ 
(3 est done en menie temps I'ordre de la courbe que decrivent les 
points X honiologues de y lorsque y asfance sur une droite. Nous 
d^signerons enfin par y I'ordre de la courbe de coincidence, dont 
tons les points sont par definition des points de coincidence, el 
par d la classe de la courbe dont les tangentes joignent un point x 
de la courbe de coincidence au point homologue j^, qui en est inii- 
niment voisin. 

Nous d^terminerons d'abord I'ordre d'une courbe Kx qui sera 
parcourue par un point Xy si la ligne qui joint ce point a Tun dc 
ses a' points homologues j- passe par un point fixe O. Joignons 
dans ce but O aux points x d'une droite quelconque w par des 
rayons u. A tout rayon u correspondent a' rayons v^ joignant 
aux of pointsj^ homologues du point d'intersection j: de u et de kw 
A toute ligne \^ correspondent d'autre partjS rayons u, a savoirlcs 
lignes de jonction de O avec les points d'intersection de la ligne w 
et de la courbe d'ordre p d^crite par les points x, lorsque^y par- 
court le rayon v. 

Maintenant, d'apr^s le principe de correspondance de Chaslos 
(t. I, p. 261), il arrivera (a'+ /5) fois qu'une ligne u coincide avec 
une ligne homologue v. Parmi ces rayons de coincidence, il en est 
toutefois y que nous devons exclure : cc sont les lignes de jonclion 
de O avec les y points d'interscction de la ligne w ct de la courbe 
de coincidence, car a toute ligne semblable envisag^e conmie 
rayon u correspond, par suite de la definition dc la courbe de 
coincidence, un rayon infiniment voisin v. II existe done sur w 
ot'-l-p — y points dont les lignes de jonction avec un des points 
homologues j passent par O ; autrement dit, I'ordre cherch^ do 
la courbe K;r est ^gal ^ a' + 13 — 7. Semblablement, le lieu des 
points j^ dont les lignes de jonction avec un point homologue x 
passent par O est une courbe R^- de I'ordre a -f- {3 — 7. 



TH£0KIE G^X^EALB DBS COCBBBS ALC^BEIQCBS. 1 1 1 

Prenons ensuite un second point fixe P, et jolgnons-le aux points 
homologues entre eux x eiy qui sont situ^s par couples sur une 
droite passant par O au mojen des lignes li els/ respectivement. 
Chaque ligne v! coupe la courbe Kjr qui appartient i O en a'-\- P — y 
points X ; k chacun de ces derniers r^pond un point j^ dont la ligne 
de jonction avec lui passe par O ; done a toute ligne v! corres- 
pondent a' -f- 15 — 7 lignes v\ et a toute ligne v' correspondent d'une 
mani^re analogue a +(3 — y lignes i/. Par suite, entre ces deux 
raj'ons ont lieu a-i-a'-+- 2^ — ay coincidences. Mais, parmi ces 
derniers rayons de coincidence, jS — y se perdent dans la ligne de 
jonction de O et de P, car cette droite renferme, comme toute autre 
droite quelconque, /3 couples de points homologues xelj^ parmi 
lesquels y coincident avec les points d'intersection de w et de la 
courbe de coincidence. Les a + a' -j- (3 — y coincidences restantes 
donnent, par suite de notre construction , les lignes de jonction 
de P avec les points de coincidence de la correspondance origi- 
naire dans le plan. Mais parmi elles sont encore comprises les 
olignes dejonction de P avec les dpointsde lacourbede coincidence 
tels que les tangentes k Tenveloppe deCnie plus haut qui leur 
appartiennent passent par O. U existe done (inalement 

points situ^s k part qui coincident avec leurs homologues. Nous 
avons par suite ce th^or^me : 

Soil donnee dans un plan une correspondance en vertu de 
laquelle a tout point x repondent a' points y et i tout point y 
OL points X ; soit ^ I'ordre du lieu des points x ou y qui corres- 
pondent aux points d'une droite quelconque; supposons ensuite 
(jue la correspondance ait une courbe de coincidence de Vordrey 
ct que Ven^eloppe des lignes joignant les points de cette courbe 
avec leurs points homologues injiniment voisins soit de la 
classe 5 (*). Alors il existe dans le plan 

« -H- a' -h 3 — y — $ • 



(') Si pour la relation des deux courbes voisines d'ordre y il n'y a pas de points 
exceptionnels particuliers, on a ^ = a*/ {^voir p. io5). 
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points oh deux points homologues x ety se conjondent [points de 
coincidence). 

Comme application nous donnerons la demonstration de la pro- 
position suivante : 

// existe en general 



lemf 



points dont les polaires lineaires par rapport a une courbe du n^^ 
ordre et par rapport h une autre du ri'^^^^ ordre se confondent, 

Solent en effet /*= a'^ = o, 9 = a"' = o les deux courbes; a la 
polaire lin^aire d'un point x relativement k /'= o repondent 
(«' — 1)2 points x' dont cctte droite est la polaire Hn^aire relati- 
vement 3i cp = o; nous avons par consequent a' = [n' — i)^, et de 
meme a = [n — i)^. Pour la determination de (3, observons que la 
polaire lin^aire d'un point x relativement ay= o enveloppe une 
courbe de la [n — i)**™' [classe si x parcourt une droite (p. 83). 
Toute tangente de cette courbe est encore la («' — i^*"* polaire de 
{n' — i)^ points x' relativement a = 0, et tons ces points x' 
forment alors une courbe de I'ordre (/i — i) [n — i). Cette demi^re 
assertion resulte du theoreme general que voici : 

Si une droite enveloppe une courbe de /^'^'"* classe i/J = o, fef 
(/n — i)^ pdles de cette droite relativement a une courbe a^ = o 
enveloppent une courbe de I'ordre iJL{ni — i ). On obtient d'ailleurs 
immediatement Tequation de cette derni^re en substituant dans 
?/J aux quantites u/ les valeurs «/«^"*. 

Nous avons done, dans notre cas, k prendre jS = (/i — i)[n! — i). 
et, par consequent (puisque y = 5= o), le nombre des points cher- 
ches est en fait egal a 

« -f. a' -h p ^ (/£ - I )^ 4- ( // - I ) (/i'~ I ) -+- (/*'— l)*. 

Dans ce cas, nous aurions pu aussi obtenir algebriquement par vole 

directe le nombre trouve. Si Ton pose en effet // = --^5 ©;==t^» 

on a necessairement pour les poijits dc co'incidence x les equations 
suivantes : 
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ou 

Les deux premieres sont de-Tordre n — n-/i' — i ; elles ont en 
consequence (/i — i-H/i' — i)^ solutions communes. Mais parnii 
ces solutions se trouvent compris les (n — i) («' — i) points d'in- 
terseclion de ^ « = 0,^2=0 par lesquels ne passe pas la courbe 
yi^i — ^iji' Le nombre des solutions communes a la fois aux 
trois Equations est done ^gal a 

comme nous Favons trouv^ precedemment (*). 

Pour le cas de n = n\ les 3(/2 — i)^ points de coincidence du 

resultat ne diiT^rent pas des points doubles qui se rencontrent dans 

le faisceauy+ ?.y = 0, car les conditions relatives a un point de 

cette espece, 

fi ■+- ^i = o, 

peuvent, apres elimination de ^, s'ecrire precis^ment sous la forme 



VI. — Gontiiination. — La methode des caracteristiqnes. 

Dans ces derniers temps, on a dtudi^ avec plus de details les 
syslemes de courbes qui dependent d'un param^tre arbitraire, ct 
CCS considerations ont, particuli^rement en ce qui conceriie la 
conception exacte des degenerations des courbes algebriques, 
conduit k des r^sultats importanls. 

Nous devons, toulefois, nous contenter de signaler dans ce qui 
suit les points de vue a poursuivre ; ce n'est que sur les systemes 
(le coniques que nous nous arr^lerons un peu plus longtemps. 
Nous rencontrons ici une partie de la Geometric qui, a Tepoque 
contemporaine, s'est eievee aurang d'une doctrine de plus en plus 



(') Voirf Bar de semblables systcmeB d'equations, Salmox-Fiedler, Raunigeometric^ 
Wf p. 519 etsuiv. dans la dcuxiomc edit., 1874- 

CLEBScn. — Geometric, IL 8 



Il4 TOMB II. — CUAPITKB I. 

complete, et qui, par suite, est d^sign^e avec raison sous le nom 
de Geometrie du Notnbre. 

Un tel systeme de courbes en nombre simplement infini peut se 
representer alg^briquement de la maniere suivante. Les coefBcienb 
de la courbe mobile de rensemble (y=:o) sont des fonctions 
alg^briques non n^cessairement rationnelles d'un param^tre X. Si 
cctte d^pendance est irrationnelle , on peut toujours, comme 
Fapprend la th^orie des fonctions alg^briques, exprimer les coeffi- 
cients rationnellement au moycn de ^eaxparam^tres entre lesqucls 
existe une Equation alg6brique, ou, si nous introduisons encore 
un facleur d*homog^n6it6 , comme des fonctions homogenes 
enti^res de X], X^y X^, ces derni^res quantit6s ^tant li6es par une 
equation homogene. 

Relativement au systeme de courbes, deux nombres ont une 
importance particuli^re et sont appel^s les caractenstiques du 
systeme, savoir : 

(JL le nombre des courbes du systeme qui passent par un point 

fixe quelconque; 
V le nombre des courbes du systeme qui touchent une droite 

fixe donn^e(*). 

Le nombre [ij lorsque les coefficients de la courbe mobile sont 
des fonctions rationnelles d'un parametre, se confond avec la 
dimension a laquelle entre ce dernier dans T^quation ponctuelle 
/*= o du syst^nie. Le nombre vjdonnera alors en g^n^ral la 
dimension -k laquelle entre ce parametre dans T^quation q> = o du 
systeme en coordonn^es lignes; done dans les courbes d'ordre/i il 
sera^gal a 2/ui(/2 — i), puisque <p estdudegr^ ^{n — i) par rapport 
aux coefficients de /'(-). II peut neanmoins arrivcr, et, dans ce 



(*) Ccs caractcristiques ont d'abord ete introduites par M. Chaslcs, a qui Tod doit 
en {reneral la creation de la theorie des caractcristiques. Cctte thcorie a etc ensint<' 
developpee par MM. do Jonqiiieres, Caylcy, Salmon, Zcuthcn. Voir surtout le trarail 
d'ensemble do Cayley, On the curves which satisjjr given conditions {Philos. Transac- 
tions, London, 1 868, t. CLVIH ), puis Salmon, Higher platie curves^ et CnEMon A, Einleitanj; 
in die Theorie der aigebraischen Curven. On trouvera des indications bibliographiques 
plus completes dans Cay Icy {toe, cit,) et dans Paikvir, Bulletin des Sciences mathe- 
matiques, t. HI, p. i55. 

(') C'cst a ces hypotheses que se rapporlcnt les premieres ochcrchcs de M. de 
Jonqui^ros. 



TUEOIIE G^K^KALC DR8 COintnES ALG^BBtQCei. Il5 

qui suit, nous pr6supposerons en g^n^ral l^existence de fails sem- 
blables^ que dans le syst^me soient comprises des courbes qui 
touchent une droite quelconque ; c^est ce qui a lieu lorsque, par 
exemple, une courbe du n**"*** ordre se decompose en une courbe 
du(« — a )*>*"•• ordre et en une droite comptant doublement, ou en 
general lorsqu*elle renferme une branche compile plusieurs fois. 
Toutes les courbes de cette esp^ce qui satisfont identiquement a 
Tequation f = o seront englob^es dans le nombre 2/jt(/2 — i), 
landis que dans le nombre v nous n'avons Tintention de com- 
prendre que les courbes qui ont un contact proprcment dit. De 
nieme/iA doit indiquer seulement le nombre des courbes qui passent 
par un point dans le sens propre, sans ^gard a celles qui renfer- 
ment un point comptant double et qui ainsi, en un certain sens, 
passent par un point quelconque : courbes qui, a vrai dire, ne sont 
compl^tement representables que par une Equation en coordonn^es 
lignes. 

Ce sont pr6cis6ment ces ^ventualit^s qui rendent n^cessaire, 
pour les recherches algebriques, d'avoir toujours simultan^ment 
sous les yeux les Equations y= o et 9 = o. Les courbes singu- 
lieres dont nous avons parl^, a branches comptant plusieurs fois, 
apparaissent dans les recherches g^om^triques lorsqu'on fait 
deg^nerer successivement une courbe gen^rale (' ). Si Ton part de 
la conception ponctuelle, et qu'on r^unisse par exemple un point 
double a des points doubles existant deja ou qu^on transforme un 
point double en un point de rebroussement, cette reduction est 
representee dans la conception lin^aire par la circonstance qu'un 
point parliculier shu6 sur la courbe vienl k s'en distinguer de 
maniere a compter ^ventuellement plusieurs fois. Nous d^signerons 
un point semblable, ou la courbe dont il s^agit doit ^tre regardee 
comme touchee par toule courbe qui y passe, par le noni de 
sommet [^). Des droites comptant eventuellement plusieurs fois 
peuvenl de m^me se s^parer d'une courbe, landis que dans la 
conception lineaire elles restent inapergues ; nous les designerons 
sous le nom de branches droites. 



(') Fotr des cxemplcs du fait p. 55 ct 59. 

(') 11 n'cst pas necessaire qu'un sominot Boit sitiic en tin point multiple, comme 
dans Texemple ; il pent aussi dtre situe d*unc maniere quelconque sur une branche 
de la courbe comptant plusieurs fois. 

8. 
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Ces decompositions montrent que, pour la determination des 
nombres fx, y d^un syst^me, il est n^cessaire avant toutes choses 
de connattre compl^tement les courbes singuli^res du systenie, 
et c^est dans la determination de ces derni^res, et surtout dans 
la determination de Tordre de multiplicity des branches droites 
et des sommets, que se trouve la principale difficulte du pro- 
bl^me. 

Nous expliquerons d'abord ces circonstances par rapport au\ 
sysicmes de coniques, Dans un tel systeme, les courbes suivaoles 
sont possibles : 

i^ Dans la conception ponctuelle : 

Le couple de lignes, dont Ic point double est alors un 

sommet; 
La ligne double ^ qui est elle-meme une branche droite, et 

sur laquelle sont situ^s deux sommets s^pares. 

a® Dans la conception lin^aire : 

Le couple de points, dont la ligne de jonction est une 

branche droite ; 
Le point double, qui est lui-mdme un sommet par lequcl 
passent deux branches droites s6parees. 

3^ Dans les deux points de vue simultanement : 

La droite, avec un seul point situe sur cette droite. 

Nous determinerons d'abord le nombre X des lignes droites, 
7; des points doubles. 

Par tout point d'une droite quelconque passent {jl courbes du 
systeme, dont chacune coupe encore la droite en un point y; de 
m^me, k lout point y correspondent [jl points x sur la droite : 
nous avons par suite 2/jt coincidences. Celles-ci sont produites ou 
bien par le contact de la droite avec une conique propremcnt dite, 
ou bien par sa rencontre avec une ligne double; mais il y a vcodi- 
ques proprement dites tangentes a une droite quelconque, et nous 
avons en consequence 

f 7t zi:: 1v — a. 

Au moyen de ces Equations on pent, si I'on n'y arrive pas direc- 
tement, determiner les caracteristiqucs |t/., v d'un .systeme par les 
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nombres )., it, lorsquc Ton connait ces derniers, et c^cst k ces 
(leterminalions que se rapportent sp^cialement les recherches de 
M. Zeuthen. Les nombres en question s'obliendront encore d*une 
maniere simple pour les syst^mes donnas par ce qu'on appelle des 
conditions elenientaires , e'est-a-dire si Ton demande que les 
coniques passent par quatre points donnas ou passent par trois 
points et touchent une droite, etc. : syst^mes que nous designerons 
brieveraenl par les symboles 

(::). (Al), („||), (.III), (llli;. 

Nous reunissons dans le Tableau suivant les valeurs obtenues 
pour fz, V, X, 7: : 
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Les systemes [%l) et (||||) ont deja 6t6 traites en detail dans la 
theorie des coniques. En ce qui concerne la representation ana- 
lytiquc du syst^me (/^|), nous observerons ce qui suit. Prenons les 
irois points fixes pour sommets du triangle des coordonnees; 
requation d^une conique passant par ces points est alors 

Soient ensuite {//les coordonnees de la tangente fixe; nous avons 
encore la condition 
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Mais le developpement de ce determinant donne pr^cisement Ic 
produit des quatre valeurs que prend Texpression 

suivant les signes employes. Si done nous posons 

^18W| = '!l ^3l«l = >i» ^lt"z='>'h 

V equation du sjsteme (♦*♦!) sera 

A* >J /i 

( 3 ) -^ jr,.r, 4- ^ :rj.r, -h -^ Xj.rj = o, 
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avec 

(4) ^1 -4->s -f- A3 =: O. 

Les quantit^s X,, Xq, X3 entrant ici au second degr^^ on a {jl= a. 

Dans le syst^me sont compris trois couples de lignes donnas par 

Tevanouissement du determinant. Comme celui-ci, c'est-a-dirc 

2 - * * > est un carr^ parfait, chaque couple compte deux fois, et 
tti /</| i/| 

il en est de m^me de chacun des trois sommets ; done le nombrc 

TT du Tableau est ^gal a 6. Ces sommets sont les points d^intersec- 

tion des trois cdtes du triangle avec la droite fixe; chaque c6t6, en 

y adjoignant la ligne qui joint le sommet situ^ sur ce c6t6 au point 

de rencontre des deux c6tes adjacents, forme une courbe du 

syst^me. II n'y a pas ici de lignes doubles ; on a done y = 4 el 

X = o, et, en effet, aucun facteur ne se s^pare dans la formation 

de r^quation en coordonn^es lignes. 

On pent aussi se rendre compte, par voie purement g^ometriquc 

et ainsi qu'il suit, de cette circonstance que les trois couples de 

lignes doivent 6tre compt^s deux fois comme coniques du systeme. 

Nous rechercherons d'abord comment dans un systeme lin^aire 

de courbes une conique deg6n^re insensiblement en un couple 

de lignes ou en un couple de points. Dans un faisceau, nous 

devons ^videmment consid6rer un couple de lignes comme pro- 

venant de ce que, dans Tun des espaces angulaires du couple en 

question, les branches d'une hyperbole se rapprochent de plus en 

plus de la forme d'un systeme de deux droites, pour ensuite, en 

continuant leur mouvement et apres avoir atteint c^tte position 

limite, s'en eloigner de nouveau dans Tautre espace angulaire. 
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Le couple de lignes n'est ^videmment parcouru qu'une fois dans 
cette circonstance ; il ne compte done qu^une fois. Les choses se 
passent d*une maniere analogue pour le couple de points dans un 
syst^me de coniques a quatre tangentes communes , par exemplc 
(in systeme confocal ; une ellipse s*amincit de plus en plus autour 
des points du couple jusqu'^ ce qu'enfin elle recouvre deux fois la 
portion int^rieure de leur ligne de jonction; alors, >comme figure 
ligne, elle est representee pr^cisement par les deux points (som- 
mets). Si nous passons a la courbe immediatement \oisine, cc 
sera une hyperbole ^troitement appliqu^e ^r les deux parties dc 
la droite qui a partir des deux points tendent vers Tinfini et 
recouvrent ainsi doublement cette portion. Dans le passage suc- 
cessif a d'autres courbes, les branches des hyperboles font un 
angle de plus en plus grand avec la ligne double dont il vient 
d'etre parl^. Le couple de points doit ^tre 6videmment compt^ une 
sciile fois; il forme une position de passage simple des courbes du 
systeme. 

II en est autrement du systeme (/^D? dont nous nous occupons 
acluellement, et qui est represente en abr^g^ dans la fig. 20. Ici 




A, B, C sont les trois points fixes, u est la tangente fixe. De Tun 
des couples cit^s (ayant D pour sommet) s'approche Thyperbole f 
dont une branche touche la ligne m, tandis que Tautre en arrive 
infiniment pr^s de I'autre c6te. Lorsque le couple de lignes est 
atteint, Fhyperbole avec ses branches ne passe pas dans les espaces 
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angulaires voisins, mais revlenl en arrierc en prenant dans la figure 
la position de la courbe ^ ; elle se comporte d'une certaine uEianiere 
dans le sjst^me de courbes comme un point de rebroussement sur 
une courbe alg^brique, et il est visible qu'elle doit ^tre coniptee 
deux fois comme courbe du systeme. 

Pour la representation du svst^me dualistique a lui-m^me ( ^^ || >. 
prenons le point d'intersection des deux droites comme sommel 
//i = o du triangle des coordonn^es et la ligne de jonction des 
deux points comme c6t6 Xi = o. Determinons les autres Elements 
du triangle de telle sorte que les deux points donnds soient 
liarmoniques aux points rio = o, 113 = o, et qu'en niSme temps les 
droites donnees soient harmoniques kx2 = o, Xz = o. L^equalion 
de la conique a alors la forme 

fh2 I ^h:i = ^ etant unc constante. De mSme, dans T^quation en 
coordonnees ligncs, la quantite 
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doit 6lre n6cessairement constante et le terme en i/^ wa manquer, 
cc qui donne la condilion 

^1J^13=0- 

Chacune des hypotheses rt|2 = o, rtt|3 = o satisfait done au\ 
conditions pos6es, et nous avons ce theor^me : 

Le systeme de coniques a deux points fixes et deux tangentes 
fixes est reductible, c'est-a-dire se decompose en deux systemes 
complctement separes [*). 

En posant par exemple a|o = o et 

/| = ^7n, A2 = ^11 = C<733, /j == ^j3, 

Vequation de Vun des systemes devient 

[^y] ).|.rj -f- - ).j [c.r:\ -h x\ ] -f- ^\.r^.r^ = o, 



(I) Cela est evident si I'on fait coiiicider les deux points Axes avec les points cir- 
culaircs. Les cercles de Tun des syst^mes sont alors situes dans I'un des cspaces angii' 
laires compris entro los deux tangentes fixes, ceux de I'autre systeme dans I'auire 
espace angulaire. 
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avec la condition 

[6] /, A, (c — ^' ) -f- cc' \l =: O. 

Done, par tout point passent deux coniques; il en est de m^me 
dans le sjst^me rt|3 = o : on a par consequent ici [jl= 4> et en 
verlu du principe de duality aussi v = 4- De U r^sulte ensuite, k 
cause de(i), /. = ?: = 4^ En effet, pour des coniques evanouis- 
sanles, le discriminant 

est n^cessairement nul. On a done 

ou bien >, = o, ou bien >|).j — r/J = o. 

» 

Dans le premier cas, en verlu de T^quation de condition (6), 
on a aussi X^ = o. Dans le second, (6) se transform e en X, X^ = o, 
de sorte qu'on a ou bien X.j = o et /a = o, ce qui est le cas prec^»- 
dent, ou bien /, = o et X3 = o. Ces derni^res conditions donnenl 
le couple de lignes cx:^ -1- x!; = o, lequel est form^ des lignes 
joignant les deux points fixes au point d'intersection des deux 
tangentes fixes. Lcs equations A^ = o, X3 = o, au contraire, con- 
duiscnt a la ligne double x'^ = o, qui est la ligne de jonction des 
deux points fixes. Cette derniere compte deux fois dans chacun 
des deux systemes, et par consequent quatre fois en tout (d'oii 
'== 4) J car pour Xj = 0, X3 = o, non-seulement le discriminant 
>.r^-2 — ^^3X2 s'^vanouit, mais encore les d^rivees partielles de 
celui-ci par rftpport a X,,X2, X3 sont individuellement nuUes. II 
cxiste de mSme un sommet comptant quadruplement (d'ou t: = 4)) 
savoir le point de rencontre des deux droites donn^es. 

Nous pouvons nous rendre compte de la multiplicity des 
courbes singuli^res par des considerations g^om^triques sem- 
blables a celles presentees a propos du systeme (*%|). Dans les 
fig. 2ia et 22a, deux couiqucs appartenant k chacun des deux 
svsiemes en lesquels se decompose le sysl^me (♦»||) ont ete 
representees un peu avant et un peu apres la position limite qui 

est indiquee par la ligne double AB. Les deux systemes se dis- 
tinguent, comme on voit, en ce que dans Tun les courbes se 
coupent toujours en quatre points reels, tandis que dans Tautre il 
n'en est pas toujours ainsi. La circonstance que Tellipse devenue 
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infiniment aplatie ne s'^tend point de la inaniire representee plus 
haut (p. 119), de mani^re k devenir une hyperbole, mais se 
transforme immediatement en Tellipse infiniment voisine sans que 



Fig. 21,. 




Fig. 32,. 



\ 



\ . 




les branches infinies de la ligne double soient recouvertes par unc 
hyperbole infiniment aplatie, indique ici que la ligne double doit 
compter deux fois; elle se comporte precisement comme un point 
de rebraussement d'une courbe alg^brique. C'est d'une mani^re 
tout a fait analogue sous le rapport de la duality qu*a lieu, daus 
les deux syst^mes, le rapprochement successif vers le point d'in- 
tersectlon C des deux droites donn^es u, ^, ce qui est visible sur 



Fig. 31^. 



Fig. 35>4. 





\esfig, 21^ et 226. Les tangentes des hyperboles aux points A, B 
se rapprochent toujours de plus en plus des lignes AC, BC, corr^la- 
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tivement a la circonstance que dans les premieres figures les points 
de contact des ellipses tendent de plus en plus vers les points 
(I'interseclion de la ligne double avec u et i^ ( ' ). 

Comme d6g6n^ration du cas consider^ en dernier lieu, on peut 
coDsid^rer le syst^me lin^aire de coniques dont quatre points de 
base sont infiniment voisins. On a pour ce syst^me /m = v = i. 
Sou Equation a 6t6 pr^c^demment etablie en coordonn^es points 
( i: I, p. 175) sous la forme 

Si I'on pose j^, = x,, y^ = Xj, ^j^ -H yj'z = axj, elle devient 

Comme courbe singuliire se pr^sente la tangente commune 
X, = o, qui r^pond au paramelre X = o ; en efTet, le discriminant 
est egal a — A' «. L*6quation en coordonnees lignes devient, apr^s 
separation d'unfacteur X, 

Elle donne pour X = o, comme courbe singuli^re, le point ^3 = 0, 
qui est situ^ surxi = o. Nous avons done 1^ une courbe singu- 
liere de Tespice comprfse sous le n? 3. 

Les caract^ristiques ix, v d'un syst^me de coniques ont pour 
ce syst^me une importance considerable. M. Chasles a en eflet 
observe que, dans un grand nombre de cas, le nombre des coniques 
d'un systime (fx, v) qui satisfont k une cinquieme condition est de 
la forme ccfjL-hpy, les nombres a, ^ dependant uniquement de la 
nature de la condition et non du syst^me de coniques. D'aprds 
cetle observation, de nombreuses recherches ont ^t^ entreprises 
sur les coniques, principalement a Faide du principe de correspon- 
dance de M. Chasles. M. Halphen a d'ailleurs montre(^) que le 



' I' 



) Nos deTeloppcmenU geometriques n« decident, a proprement parlcr, que la 
question de savoir bi la multiplicite des courbes en qaestion est donnee par un nombro 
pair oa par un nombre impair. 

(') Comptes rendus des stances de VAc€uUirme des Sciences ^ 4 scptembre et i3 no- 
vembre 1876. M. Halphen arriTe au theor^me general qui suit : 

Potw que le nombre des coniques satisfaisant a une condition 4 et feUsant partie 
d'utt sy Sterne queleonque (/*, v) soit igal ik KfjL-i- ^» {a et fi etant des nombres ne </e- 



134 TOME II. — CIIAPITBR t. 

ih^or^me cite sur le nonibre <xtj. -+- |iv n'est pas exact dans tous les 
cas et qu'au contraire il peut soufTrir des exceptions lorsque le 
syst^me (|:x, v) admet des d^g^n^rations de Tesp^ce mention nee sous 
le n^ 3. C^cst ce que nous allons montrer dans ce qui suit par un 
exemple. 

Supposons que Tequation du systeme dont il s'agit soit repre- 
sentee par rt^ = o. Soient deux points quelconques j*, z et deux 
droites quelconques ^', w. On recherche les courbes du sysleme 
qui rencontrent la ligne joignant j* et z de telle maniere quale 
rapport anharmonique des points d^intersection etdes points j''^' 
soit 6gal au rapport anharmonique determine par les lignes v, w 
et par les deuxtangentes des courbes en question, comprises dans 
le faisceau u-h^W' Le rapport anharmonique a de ces quaire 
points se calcule au moyen de T^quation (t. I, p. gS) 

PR(«-h i)« — 4aQ'=o, 

dans laquelle P = a^y J{= az, Q = UyUzy et le rapport anharmo- 
nique (5 des quatre droites au moyen de 

relation ou Ton a 

G = [abv]^, L = [aljd'Y, II = [abv) (abtv). 

Les deux rapports anharmoniques devant etre ^gaux, il enr^sulte 
(8) GLQ» = PRH*. 

C'est 1^ la cinqui^me condition k remplir, qui est imposee au\ 
courbes du systeme ai= o. 

Soit maintenant, en particulier, a^. = o un ensemble lineaire de 
coniques ayant deux points de contact communs de telle sorle 

que 

a^. = .v\ -+- 2 ). JTj Xj, [abu)^ = — 2 ). ( a « J 4- 2 « j /i, ) . 



pendant que de la condition 4), il faut et il tuffit que le nombre des eoniqnes salis' 
faisant a la condition <tf et ayant en un point donne des contacts du troisieme ordre 
avec une eourbe donnie soit 6gal a a -h /3. 

Sur la significalion a]{jcbrique des nombres a et /3 dans les cas oii s'applique le tbeo- 
rcmc de M. Chasles, 'Voi r Gledsco, Ziir Theorie der Charakteristiken {Math, Annalen, 
t. VI). 
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L'^quation (8), apr^s separation du facteur l^y se transforme 
alors en 



Nous avons par suite une Equation du quatri^me degr^, et nous 
aurions aa -|- £y = a -h /3 = 4« Si done le th^oreme sur le n ombre 
na 4- j3y etait vrai d'une maniere g^nerale, il faudrait que dans 
tout systeme (ly i) le nombre des coniques qui satisfont a la condi- 
tion (8) fut egal a a + (3, c^est-a-dire ^gal i 4> or il n*en est pas 
ainsi, conime il r^sulte de ce qui suit. 

Toutes les coniques du systeme n^. = o peuvent avoir entre elles, 
aupoint(xi = o, 0:2 = 0), un contact dutroisiemeord re. On a alors, 
d'apres(7), 

LY'quation (8), apres suppression du facteur X^, devient 

^J + >..>j4- 2).,V,.>-3) (3J -hlzl + 2A3|33) (I'jCl'j — ).!•,«', — ).l'i«'3 >»'3"'l)* 

On pent encore une fois en separer le facteur X, car le seul terme 
non multiplie par X, savoir jj 3^ vl iv^, est le m^me dans les deux 
membres. Le nombre des solutions est done ^gal a 3 et non k 4- 
Par consequent y V obserifation de M, Cfiasles nest pas applicable a 
lous les systenies de coniques, 

D'un autre cdt6, cette observation conduit toujours a d'impor- 
tants resultats lorsqu'il s'agit de Irouver le nombre des coniques 
(I'un systeme qui touchenjt une courbe fixe donnee d'ordre n 
et de classe k; on a alors a = A", (5 = «, et le nombre cherchc 
est par suite egal a Af/. -}-«v. Le theoreme dont il s'agit est vrai 
non-seulement pour les systemes de coniques, mais aussi pour 
les systemes de courbes d'ordre quelconque, fx de ces courbes pas- 
sant par un point quelconque et v touchant une droite quelconque. 
Nous allons en donner incessamment la demonstration. En sup- 
posant provisoirement la proposition vraie, nous pouvons facile- ' 
menttrouver le nombre Z des coniques qui touchent cinq courbes 
donn^es C|, C2, C3, C.|, C3, dont les ordres sont respectivement 
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/t|, n^y 713, n^y lis et les classes Ati, kay k^y k^y k^. Si fx, v sont les 
caract^ristiques du syst^me de coniques tangentes aux courbes C2. 
Cs, C4, G5, onauraZ=A'i|!jL + /i|V, /^,v ne dependant pas deA'oUi. 
Mais, comme Z est compost symdtriquement avec les nombres A/. 
Hiy il en resulte, p, q^ /% Sj t, u d^signant des grandeurs puremeol 
numeriques, 

Z =: pki kf k^k^kg-h q^ki A', A-, A-4 //^ H- rZ Aj A- j A-, n^ n^-hs^ At A, if j 774 » j 
/ 2 A:i /? I /ij /I4 /I, -h «< . /f 1 // J //j /?4 //j, 



les signes sommatoires indiquant qu'il faut former avec les ele- 
ments quUls concernent des fonclions sym^triques en permulant 
les indices. Pour la determination des facteurs num^riques qui 
interviennent, nous consid^rerons des cas parliculiers. Si par 
exemple une conique doit passer par cinq points, on a 

/I, = //j = n^z^ N^ = //, nz o, 

A*l = Aj =z A*j = A-4 r:z A's r^ I , 

d'ou 

Z=/?=i. 

II existe en second lieu deux coniques, passant par quatre points 
fixes et tangentes a une droite fixe. Ici Ton a 

A'l = A'j = A'j = k^ zzz I , A*j r=i O, 
/7j r=: /?, =r w, := n^ =0, Wj = I , 

d'ou 

Z =:r <y = 2. 

Enfin il cxisle quatre coniques passant par trois points fixes el 
tangentes a deux droites fixes. On a, dans ce cas, 

/, zzzz A-; = /j — I, /; r^ A- r-:o, 
//, — //, — Wj = o, n.^ = //. nz. I , - 

d'ou 

En vertu du caract^re dualistique des nombres kg, nt\ les nombres 
/;, y , /• doivent necessaireraent se confondre respectivement avec «, 



ty s; nous avons par suite 

d'ou ce th^or^me : 

Le nombre des coniques qui touchent cinq courbes appurtenant 
respectivement aux di'dres /i|, /ij, n,, /I4, /I5 e^ aiix classes Ar^ Atj, 
^j> A'.i> A*5 ejf egal a 

Ainsi, par exemple^ pour ni=zhi = 2, il exisle 3264 coniques, qui 
touchent cinq coniques donn^es ( ^ ). 

Quant aux courbes d'ordre sup^rieur, il a ^t^ fait aussi, jusqu^a 
un certain degr^, des recherches g^n^rales se r^ftrant surtout aux 
courbes singuli^res qui se rencontrent dans les divers syst^mes; 
una 6tude approfondie des considerations dont il s'agit n'est pas 
possible ici, ^ cause de sa complication ; d'ailleurs jusqu'ici le c6te 
alg^brique des questions dont il s'agit n'a pas ^t^ 6tudie dans la 
mesure ou I'exigerait une exposition du sujet en harmonic avec nos 
prec^dentes m^thodes; nous nous bornerons pour cette raison a 
renvoyer aux travaux de M. Zeuthen [^). 

Nous donnerons seulement ci-dessous la demonstration du 
ihtor^me cit^ plus haut ( ' ) sur le nombre des courbes d'un syst^me 



(*) Des recherches plus approfondies sur les coniques qui satisfont a des conditions 
<le contact donnees ont ete faites par M. Zeuthen {Njrt Bidrag til Laeren om Sjrste^ 
mer af keglesnit^ Kjobenbavn, i863, ou la traduction frangaise, Nouvelles Annates, 
t. VI, 1866). CoDSulter aussi la fin de rOuvrage de Salmon, Higher plane Curves. 
Aiflsi que H. Cremona I'a remarque {Co/nptes rendus des seances de VActidimie des 
Sciences, t. LXIX, p. 776), il existe, pour un systdme.doubtemcnt infini de coniques, 
trois nombres p, 7, r ayant unc signification analogue a celle des nombres ft, y pour 
UQ systeme simplement infini ; p designe alors le nombre des coniques du syst^me 
qui passent par deux points, a le nombre de celles qui passent par un point et tou- 
chent une droite, r le nombre de celles qui touchent deux droitcs. On n'a pas encore 
examine sous quelles hypothecs le nombre des coniques du systi&me qui satisfont a 
deux nouTelles conditions apparaft sous la forme ecp -i- /Sr-i- yr. 

(') Ahnindelige Egenskaber 'ved Systemer af plane Kurved med Anvendelse til BeS" 
temmelse af Karacteristikerne i de elementaere Systemer af fierde Or den, avec un 
resume en fran^ais ( Meinoires de la Societe danoise des Sciences, 5* serie, t. X, 1878 ), 
^'oir aussi un compte rendu dans le Bulletin des Sciences mathematiques, t. VII. 

'Ml P- 97 • 
(\) Voir CoASLES, Comptes rendus des stances de I'Acadimie des Sciences, i5 fe- 
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qui touchent une coiirbe fixe. Nous y ferons usage de la proposi- 
tion auxiliaire qui suit : 

Si I' on mene d'un point fixe toutes les tangentes possibles aujr 
courbes d'un systeme [[ly v), le lieu des points de contact de ces 
tangentes est une courbe de I'ordre /x •+• v ajant au point fixe wi 
point multiple d^ordre u. 

Consid^rons une droitc quelconque G, qui passe par le poml 
fixe O. Une courbe du systc^me qui coupe la droite G de telle 
manierc que sa tangente au point d^ntersection passe par O doit 
ou bien toucher la droite G, ou bien passer elle-meme par 0. Lc 
nombre des courbes de cette nature est done ^gal a v 4- /i ; et c'esl 
la en mSme temps le nombre des points d^intersection du lieu 
consider^ avec G. Le lemme enonce se trouve ainsi d^montre. 

D^signons par C la courbe fixe du /i**"'ordre et de la Ar'*^ classe. 
Prenons dans le plan une droite quelconque G^ menons d*un 
point a: de cette derni^re les k tangentes k la courbe C, et construi- 
sons en chacun des points de contact les tangentes aux p. courbes 
du systeme qui passent par ce point. Les susdites droites coupent G 
en Xr/x points j^, qui correspondent au point x. Nous avons a recher- 
cher le nombre des coincidences des points xe\.y sur G. Or, 
inversement, a tout point j^ correspond, comme lieu des points de 
contact des tangentes que Ton pent meuer Aej a toutes les courbes 
du syst6me, une courbe de Tordre fx -f-v possedant eny (suivanl 
le lemme qui vient d^^tre d^montr^) un point multiple d*ordre u. 
Cette courbe coupe la courbe C en w(/x-|-v) points; si I'on mene 
en ces points les tangentes a C, les points de rencontre de ces 
dernieres avec la droite G sont les points x qui correspondent aux 
points j^ Entre x eiy cxiste done une correspondance 



vrier i86/|, et Zectbbx, Afath, Annalea, t. Ill, p. i53. Lo thcoreine a ete etenda par 
M. FocRET k certains systemes de courbes transcendantes qui sont definies par des equa- 
tions difierentielles al^ebriques ( i?i///er//i de la SocUU math^matique de France, t. II. 
p. 73). Consulter aussi (t. Ill de ces Lemons) la theorio des connexes. Voir encore 
Halpbe!!, Sur la recherche des points d*une courbe algibrique plane qui satisfont a 
nne condition exprim^e par une ^uation diffit entielle algebrique, et sur les questions 
analogues dans Vespace {^Journal de Liouville, 3« scric, t. II, 1876). La demonstration 
qui suit au tcxto a cte donnee par Brill, Math, Annalen, t. X, p. 53.i. 



TBEORIE GGK^IALE DF.8 COURSES AU.^imiQl'ES. 129 

Aux points de coincidence de eelte derni^re appartiennent les n 
points ou la droite G est rencontr^e par la courbefixe, et, comnie 
on le reconnait sans diflicult^, chacun de ces points doit £trc 
compt^ /[jifois. Ces /z/x coincidences ne proviennent pas de la con- 
fusion des tangentes correspondantes dans toute leur extension, 
mais seulement de leur rencontre accidentelle sur la droite G. Les 



^u 4- w ' a -f- v! — /f ex 1:= A' a -h /I 



V 



autres points rcstants correspondent a celles des tangentes a la 
courbe (ixe qui sont independantes de la situation de la droite G, 
et qui, par suite , les points de contact venant a se confondre, 
sont en meme temps tangentes aux courbes du systeme. Nous 
pouvons, en consequence, enoncer le th^or^me suivant, dont nous 
avons fait usage plus haut : 

Si, dans un systeme siniplenient infini de courbes, il y ena fx 
passant par un point quelconque et y tangentes a une droite quel- 
conque, il existe dans ce meme systeme k^-hnv courbes qui 
touchent une courbe d 'ordre n et de classe k ( independante du 
sjsteme), 

A I'aide de ce theor^me, on pourra trouver le nombre des courbes 
d'ordre quelconque qui dependent uniquement des conditions de 
contact, si Ton ^tudie pr^alablement les syst^mes elementaires des 
courbes de cette nature, c'est-a-dire les syst^mes dont les courbes 
sont determin^es par des points fixes et par des tangentes fixes. 
Jusqu'ici les systemes elementaires de certaines courbes du troisieme 
et du quatrieme ordre ont seuls el^ etudies d'une maniere appro- 
fondie (*). 



(') yoir, pour les courbes du troisieme ordre, Maillard, Recherche des caracte- 
ristiques des sjrstimes ilimenlaires des courbes planes du troisieme ordre (These pour 
le doetorat, 1870, publiee en decembre 1871), et ZEUTHEXf Comptes rendus des stances 
de VAeademie des Sciences^ t. LXXIV, ig, 26 fevricr et 1 1 mars 187a; pour les courbes 
du quatrieme ordre, Zectue:!, ibid,, t. LWV, p. 7o3 et 9.10, et le Memoire danois cite 
plus haut. 



Clebsch. — Geometric, II. () 
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VII. — La Geometrie snr ime conrbe algebriqae. 

Nous avons dej^ fait observer difierentes fois que, parmi les 
points d'intersection de deux courbes, et en particulier parmi les 
points de base d'un faisceau de courbes, tous ne peuvent pas elre 
choisis arbitrairement, et qu'au contraire un certain nombre sont 
d^termin^s par les autres. 

Nous allons maintenant ^tudier avec plus de soin ces relations. 
Une courbe donn^e du /i'*"* ordrey= o est couple par une courbe 
du 77i**"' ordre o = o en mn points que nous supposerons d'abord 
ne pas coincider avec les points doubles ou les points de rebrous- 

sement de f= o. Si m est <C1 1> il y a n^cessairement "^ — 

points dUnterscction don^ies ; ces points d^terminent compl^tement 
la courbe 9 = 0, par consequent aussi ses autres points d'inter- 
section avecy = o. Si Ton a, au contraire, m^ w, on peut, s'il ne 
Skagit que des intersections des deux courbes et non de la courbe 
s^cante 9 ellc-m^me, remplacer T^quation 9 = par T^quation 

fji 6tant une expression du (m — /j )'*"»« ordre. Les 

— (/// — n-^ \][in — /i-f- 2) 

coefficients compldtement arbitraires de fz peuvent etre choisis de 
maniere k annuler un pareil nombre de coefficients de la fonction 9'. 
On peut done, sans modifier le syst^me des points d'intersection, 
substituer a une courbe generate 9 = une courbe speciale 

^' — a. -h 'J./— o, 

qui ne depend que de 

2 2 2 

constantes. Cette courbe reduite est alors determinec par 

mn [n — i)(w — a) points: si done on donne un pareil 

nombre de points d^intersection Ae fz=o et9'=o, les autres 
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' ^ sont par la mcime fixes, et il en est naturellement 

(le mSme a Tegard des points d'intersection de f=^ o et o = o, 
puisque ce sont les m^mes points. 
Les deux nombres 

m [m -h 3 ) [n — \](it — 9.) 
mn et ■ j 

2 2 

qui indiquent respectivemcnt, pour le cas de in <C,n ct celui de 
m^/z, combien de points d^ntersection du systeme sont donnas 
par les autres, se confondent lorsque7/i = « — i eim = ii — 2. 
Pour/»}>/i — 3, on peut done toujours admettre le nombre 

-[n — i) (« — 2), lequel, ete'est la Timportant, est compl^tement 

ind^pendant de m ( * ) ; mais , pour des valeurs plus petites de m, 
le nombre des points qui sont donnas par les autres est plus 
faible. 

Ces considerations demandent une l^g^re modification lorsquecp 
passe par quelques-uns des points doubles ou de rebroussement de/1 
Ces points doivent, en efiet, etre compt^s une seule fois comme 
Elements determinateurs de 9, et au contrairc deux fois comme 
points d'intersection de q avecy. Le nombre des points d'inter- 
section determines paries autres sera alors diminu^ du nombre (c^) 
des points qui coincident avec les points exceptionnels dont nous 
parlous, et qui, par suite, sont connus par avance. On a en conse- 
quence ce theor^me : 

Par mi les points d'intersection d'une courhe donnee du n^^"*^ 
ordref= o ai^ec une courbe du m'^"'*' ordre assujetlie a passer 
par d points exceptionnels de f=. o sans y avoir elle-meme de 



{*) Cettc circonstancc a d'abord ete signalee pour les courbes du in6iiic ordre par 
Eulcr dans les JUdmoires tie V Academic de Berlin, 1748 {Sur une contradiction apparente 
dam la doctrine des lignes courbes^-, elle a ete expHqutie plus on detail par Cramer 
{Introduction a VAnaljsCj etc., 1700, p. 78), et par Plucker {Annales de Gergonne, 
t. XIX). L'extcnsion da theoreme a ete donnee en mSme temps par Jacobi, De rela- 
tionibus, etc. {^Journal de Crelle, t. 15) et par Plucker {ibid., t. 16); on en Irouve 
Qoe generalisation encore plus etondue dans Plucker, Theorie der algebraischen 
Curven, Bonn, iSSg, p. ii.) Pour I'exposilion du tcxte, voir CLEBscn et Gordan. 
Theorie der Abehchen Fiutctionen, Leipzig, 18G6, p. 34- 
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points multiples, le noinbre des points determines par les autres 

sera : 

o c- - J {n—i]{fi — 9.] ^ 
1° oim^n — 2, ae a; 

2° oi m<Zn — 2, ae mn ■ — o. 

2 

11 est a peine besoln de faire observer que les points d^intersection 
non situes en des points singullers de la courbe primitive peuvent sc 
rapprocherind^finiment les iins des autres suivant un groupemenl 
quelconque, sans que la verity de noire theoreme en soil influencec. 
La proposition soufTre neanmoins exception lorsque les points a 
choisir arbitrairement dependent d'une certaine mani^re les uns 
des autres. Si, par exemplc, la courbe cj^ = o se decompose en 
plusieurs autres d'ordre moins elev6, le syst^me en tier des points 
d'inlersection se decompose aussi en plusieurs autres-^ et dans 
chacun de ces systemes de points d'intersection il ne doit se trouver 
parmi les points donnes qu'un nombre ^gal a celui qui suflit pour 
determiner les autres, en vertu de notre theoreme, dans une courbe 
d'ordre ainsi abaissd. Si, par exemple, nous coupons une courbe 
du quatrieme ordre sans point double (d = o) par une courbe du 
troisieme ordre qui se decompose en une droile et en une conique, 
on ne pent cboisir que deux points de la droite et cinq points de 
la conique, done en tout seulement sept points pris arbitrairement 
surCt,tandis que, dans le systeme des points d'intersection d'une 

courbe quelconque C3 avec d, 9 =:3« [n — *) (« — 2) [ 

points peuvent ^tre choisis arbitrairement sur C4. An contraire, 
les points fixes (dont le choix est arbitraire) peuvent se decom- 
poser en systemes separes sans que la verite de notre theoreme en 
soit influenc^e, k la seule condition que le systeme des points a 
determiner par eux ne se decompose pas. II pent arriver, d'aulre 
part, que pour des systemes non d6composables d'intersections les 

mn (w — 1)(// — 2)-|-J points donnes (dans le cas de nuvtn — a) 

ne suffisent pas pour determiner les autres. On pourra mSme se 
poser precisement ce probleme : Ltant donnes 

mn [n — i] [n — 2)4-^— r 
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points, determiner les /• autres de mani^re que, pris avec les pre- 
miers, ils ne d^terininent pas les autres -{n — i ) (// — 2) intersections 

d'une courbe du m^^^ordre passant par les S points exceptionnels 
(le /= o. Et, en fait, le problc^me dont il s^agit, dans le cas de 
w=rt — 3, aura plus tard pour nous une importance toute par- 
ticuliere. Nous enoncerons done le tli^oreme donne ci-dessus sous 

une forme plus exacte en disant que -(« — i)(/i — 2) — 5 ou 

mn ///(//* -h 3) — 3 points d* intersection au plus sont deter- 

mines par les autres lorsquil ninterifient pas d' autres conditions, 
Ce theoreme, a cause de ses nombreuses applications, fait partie 
des propositions les plus importantes de la th^orie des courbes 
algebriques; il est en particulier le principe essentiel de ce qui va 
sulvre ( ' ). Nous observerons d'abord, pour le cas de ni = «, que, 

parmi les /«* points de base d'un faisceau, - (m — i) ("^ — ^') ^^^^ 
en fait determines par les autres, et que par consequent 

- m [ /« H- 3 ] — I 

2 ^ ^ 

seulement sont arbitraires (p. 93). La proposition appliquee au\ 
courbes du troisieme ordre donne d'ailleurs du theoreme de Pascal 
une demonstration extr^mement simple et que nous ne voulons 
pas omettre de mentionner. Pour m = /^ = 3 notre theoreme esl 
ainsi con9u : 

Toutes les courbes du troisieme ordre qui ont huit points 
cotnmuns p assent encore par un neu^ienw point. 

Soient maintenant les six points i, 2, 3, 4? ^9 ^ situes sur une 
conique et reunis en couples de telle maniere que, dans Ic tableau 
[voir t. 1, p. 63) 

Ta 45 I 

23 56 II 

34 67 III 



( *) On peut en dediiire une serie d'autres theordmes sur les systemcs de points 
tlMntersection. Consulter Cayley, Cambridge and Dublin mathematical Journal, t. Ill, 
p. 311, et les OuYrages cites de Cremona et Salmon. Nous nous occuperons plus tard 
particllement de ces theoremes. 
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les lignes situ^es Tune a cot^ de I'autre soient consid^rees comme 
les cotes opposes de Thexagone. D^signant par I, 11, III respec- 
tivement les points de rencontre de deux d'entre elles, nous 
pouvons regarder toute la figure comme form^e de trois courbes 
decomposables du troisieme ordre ayant huit points communs el 
qui sont : 



i^ La conique et la ligne I 11 ; 
2** Les trois lignes 12, 56, 34; 
3® Les trois lignes 4^? ^3, 61. 

Cliacune de ces courbes passe par les huit points i , 2, 3, 4^ ^f ^? 
I, II; par consequent la troisieme passe aussi par le neuviemc point 
d'intersection III de deux d'entre elles, et le th^or^me de Pascal 
se trouve ainsi d^montrd (^). 

La proposition qui nous occupe forme, conjointement avec 
I'extension du principe de correspondance que nous ^tablirons 
plus tard, la base de la geouieLrie siir une courbe algebrique, 
c'est-3i-dire permet d'etablir une theorie des groupes de points sur 
ime courbe, semblablc a celle que nous avons ddja appris a 
connaitre relativement a la ligne droite ( Tlieorie des formes 
algebriijues binaires), Dans les recherches qui ont cet objel. 
rimportance fondamentale du genre (p. 65) d'unc courbe al^e- 
brique du /z'*"® ordre 

p =z - in — i](n — 21 — fl — /• 

se presentera a nous dans toute son ^lendue. Les proprieles le> 
plus essentiellcs des systemes de points sur une courbe apparaissenl 
comme dependant precis^ment du seul nombrcp, et non de Tordiv 
et de la classe de la courbe, de telle sorte que nous serons ulle- 
rieurement forces d'^tudier les courbes de plus pr^s suivant leur 
genre, et de les diviser a ce point de vue en classes essentiellemenl 
diflerentes. Ceci est en correlation exacte avec la theorie des 
integrales abc^liennes et des transformations univoques^ ce n'csl 
qu'une fois en possession de ces theories que nous pourrons envi- 

(*) Fot'r Plucker, Analjtisch^geometrische Fsntwicklungen, t. I, i8a8, p. 267. 
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sager dans son ensemble la g^om^trie sur une courbe. Nous 
sommes toutefois en situation de traiter d'une mani^re purement 
algebrique toute une s^rie de problemes, en nous appuyant surtout 
sur les trayaux de Brill et de Nother (*). 

Nous nous bornons ici a la consideration des systemes de points 
qui sont traverses sur une courbe algebrique par ce qu'on appelle 
une courbe adjointe, restriction justifi^e par ce fait que les 
theor^mes deviennent notablement plus compliqu^s pour les 
courbes non adjoin tes. Sous le nom de courbe adjointe , nous 
entendons une courbe qui passe une fois par tons les points 
doubles et les points de rebroussement de la courbe fixe ou plus 
gen^ralement qui passe i — i fois par tout point multiple d'ordre i 
pour celle-ci, sans que, en general, les branches parti culi^res des 
deux courbes sV touchent. Nous supposons ensuite que la courbe 
donn^e du n**"* ordre C,j possede en chaque point multiple des 
tangentes s^par^es (^). Alors nous pouvons imaginer tout point 

multiple d'ordre i comme remplacc par ~t(i — i) points doubles 
(p. 34)7 6l 6n ce qui concerne le genre poser 

[n — I U/? — '?) ^ / (/ — ■ I ) 
P= 1 






si la courbe Qn possede a^ points doubles, as points triples, . . . 
oLi points multiples d'ordre i. Pour le syst^me des points d'inter- 
section d'une courbe adjointe, nous avons a poser dans les formules 

de notre theor^me fondamental J = - 2a/i (t — i), et nous pouvons 

alors r^noncer de la mani^re suivante, ainsi qu'on le reconnait 
facilement, puisque dans un point multiple d^ordre i sont toujours 
reunis i (i — i) points d'inlersection avec la courbe adjointe. 

Parmi les points d' intersection d'une courbe adjointe du m'^""' 
ordre a\^ec la courbe donnee C/i non situes aux points singuliers. 



(') Consulter, pour ce qui suit, Brill et Nother, Ue^er die atgebraischen Func* 
tionen and ihre Anwendung in der Geometric (Gottinger Nachrichten, fevricr iS^S* 
et Math. Annalen, t. VII, p. 269). 

(') Sur la consideration des points multiples a branches particllement coincidentes, 
'voir la Section des Transformations univoques, dans le Tome III, ainsi que la fin 
de la presente Section. 
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i^.Pour m^ n — 3, p au plus sont determines par les 
nm — ^oii.i[i — i ) — p = na-+- p — 2 [a = w — [n — 3 • 
7'estants; 

a® Pour m = n — 2 — /*, p — i ( /' H- 2) (/• — i ) au plus so/U 

mm 

determines par les - wt ( m -f- 3 ) 2 a/ . / ( i — 1 ) rcstant^. 

Dans rexanien que nous allons faire des systemes de courbes 
adjointes, ou plut6t dans Texamen des groupes de points deter- 
mines sur C/t par des systemes semblables, nous regarderons ces 
derniers corame caract^ris^s par les elements suivants : 

I® Le nombre (Q) des points qui se trouvent dans chaque 
groupe du syst^me, c'est-i-dire le nombre des points 
d ^intersection mobiles d^une courbe adjointe du systeme 
consider^. Celte derniere peul, en effet, en dehors des 
points singuliers de^*, avoir un certain nombre de points 
d' intersection yiore^ communs avec C« ; 

2° La multiplicite du systeme, c'est-i-dire le nombre (9) des 
param^tres arbitraires dont dependent les coefBcients d^une 
courbe du systeme; 

3** Le degre du systeme, c'est-3i-dire la dimension ou la forme 
suivant laquelle ces q param^tres entrent dans r^quation 
de la courbe. Ces param^tres seront toujours supposes par 
la suite entrer rationnellement. 

Quelques exemples peuvent servir k mieux ^claircir ces carac- 
leres distinctifs. Supposons que On soit une courbe du troisienie 
ordre sans points singuliers; alors toutes les droites du plan 
forment un systeme doublement infini oo''^(y=2) de courbes 
adjointes qui depend lin^airement de deux param^tres ; les groupes 
dc points determines par elles sur Cj forment par suite un systeme 
lineaire doublement infini de trois points (Q = 3). D'autre part, 
toutes les lignes qui passent par un point fixe de C3 et qui, par 
consequent, coupent encore cette courbe en deux points mobiles, 
determinent un systeme lineaire simplement infini de deux 
points (Q = 2, y = i); puis les tangentes d'une conique fixe 
J^i Xa — a:* = o, e tan trepresen tables sous la forme 

JTi -h 2>.r, -h X*Jfj = o. 
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rornienl un systeme quadratique simplement infini de trois points , 
Si C3 a un point double et que nous consid^rions le faisceau do 
rayons issu de ce point, chaque rayon rencontrant encore C3 en 
un point mobile, le faisceau en question determine un systeme 
simplement infini d'un seul point [Cl = i), Enfin, g^neralement, 
loules les courbes adjointes du m**"* ordre {m ^lAnt'^n — 3) qui 
passent par s points fixes quelconques d^terminent sur C,, un 
systeme lin^aire de gi*oupes de points pour lesquels 

Q =z urn — ^Ui, t(i — I ), 

(J := nm — ^ «/ . / [I — I j — p — SI 

car, parnii les Q points d'intersection, il y en sl p qui, d'apres 
iiotre ih^oreme fondamental sur les svst^mes d'inlersections, sont 
determines par les autres, et par consequent Q — /? seulement 
restent arbitraires; on a done y=Q — s — p. Si, au contraire, 
parmi les s points fixes, R sont situ^s sur C/i, nous avons 

Q =: m/i — iuf'.i[i — I ) — R, 
q =zi mn — ^u^.t[i — I ) — s — p, 

Tandis que les groupes de points sur Cn apparaissent, d^apres 
Texposition pr^cedente, comme dependant essentiellement des 
courbes adjointes qui leur appartiennent, on parvient, au mo\en 
(Ju theoreme appele theof^eme du reste, dont nous abordons main- 
lenant Texplication, a d^finir ces groupes dans une certaine mesure 
independamment des courbes qui les traversent, en sorte quails 
sont davantage des figures subsistant par elles-memes confor- 
niement aux exigences de la Geometric sur une seulc courbe. Pour 
pouvoir enoncer d'une maniere precise et demontrer ce theorcme 
du reste, nous devons introduire les denominations suivantes. 

Sous le nom de residu d'un groups Gq de Q points, nous d^si- 
^^nons tout groupe de points (Gr) qui, reuni au premier, forme le 
>ysleme complet des intersections de la courbe en question C/, 
avec une*courbe adjointe; Tordre de cette derniere est ici indif- 
ferent. Nous devons encore une fois faire remarquer que, dans le 
systeme des points d'intersection , nous ne comprenons pas les 
intersections qui sont situees aux points singuliers de C/i', mais, 
comme leur nombre 2ai.(i — i) reste toujours fixe pour la meme 
courbe, nous completerons, cela va sans dire, le nombre total par 
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celui-U. U peut, d'ailleurs, arriver que, parmi les points de Gq (par 
exemple, par suite d'un contact de la courbe s^cante avec les 
branches de la courbe primitive aux points singuliers), il se trouve 
en ces points un nombre d'intersections plus grand que le nombre 
normal; celles qui d^passent ce nombre doivent ^tre comptees 
parmi les Q 4- R points. Le groupe de points Gr est dit residuel 
de Gq et r^ciproquement. 

Nous appelons corcsiduels par rapport a Gq deux groupes de 
points Gr et Gr. qui sont r^siduels d'un m^mc groupe Gq, et qui. 
par consequent, peuvent ^tre coupes par deux courbes adjointo 
dont les autres intersections avec C^ tombent toutcs aux points Q: 
ces deux courbes peuvent 6tre du m^rae ordre ou d*un ordre dif- 
ferent. La notion de la coresidualite tire son importance spdciale 
de ce fait, qu'au moyen du theoreme du reste elle est pr^cis^nient 
rendue independante d^un r^sidu special Gq. 

Pour donner un exemple de Tapplication de cette definition, 
choisissons une courbe du cinquidme ordre (7i=:5) ayant deux 
points doubles (^ = 4). Toutes les coniques adjointes qui passenl 
par deux points fixes de C3 (et par les points doubles) coupenl 
encore C5 en quatre autres points. Chacun de ces groupes G4 esl 
residuel des deux premiers points fixes, et ils sont, en nombre 
simplcment infini, tons coresiduels relativement au groupe fixe Gj. 

Le theoreme a d^montrer est maintenant d'une mani^re generate 
ainsi congu : 

*Si sur une courbe algebru/ue les groupes de points Gr, Gr., . . . 
sont coresiduels entre eux relativement a un groupe de points Gq , 
ils sont aussi coresiduels relatii^ement a tout autre groupe dv 
points Gq. qui est residuel de I'un d'eux {par exemple rfe Gr) ( ' ). 

Nous cclaircirons d'abord le sens du theoreme par quelque> 
cxemples. Considerons de nouveau une courbe C,-, ayant deuxpoint.s 



( * ) Cc theoreme a et^ aussi donne pour les courbes du troisi^mc ordre par M. Sylvester, 
et se trouve dans rOuvrage de Salmon sur les courbes supericures qui a paru eii 
mdme temps que la Note publiee par Brill et N5ther dans les GSteinger Nachrichten. 
Historiqucment il a sa premiere origine, quoique non sous le rapport de la forme, 
dans Ic theoreme d'addition des integralcs abeliennes. II est, du reste, encore vrai a 
I'cgard des groupes de points sur une courbe decomposable; car, dans la demonstra- 
tion, nous n'aurons nul besoin de supposer rirreductibilitd de la courbe /s=o. 
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doubles (/> = 4) ct le faisceau de courbes adjointes C2 passant par 

deux, points fixes G2 (et en outre par les points doubles). Ce 

dernier faisceau nous determine un systeme lin^aire simplement 

infini de groupes G4 qui sont coresiduels relativement k G2. Mais, 

par un tel groupe G^, on ne pent faire passer qu^une seule coniquc 

adjointe; donc^ pour parvenir a un groupe Gq/ qui soit cor^siduel 

du groupe G2 relativement k un groupe G4, nous devons faire 

passer par G.t une courbe adjointe d'un ordre plus eleve, par 

exemple du troisi^me ordre. Celle-ci coupe alors encore la courbe 

Cs en sept autres points qui forment un groupe C7 cor^siduel de G^ 

relativement k Gj|. Maintenant le th^oreme du reste exprime que 

par ces points G7 on pent faire passer un faisceau de courbes 

adjointes C3 determinant sur C5 le mdme systeme de groupes de 

points Gj| que celui determine auparavant par nous au moyen d^un 

I'aisceau de coniques adjointes. La courbe adjointe C3 men^e d'abord 

arbitrairement par Tun des groupes G4 aurait pu aussi ^tre choisie 

de maniere a toucher C3 en Tun des quatre points, en sorte qu'un 

point du groupe G7 decoup6 par elle aurait coincide avec un point 

de G4 ; rien ne strait par la chang^ au fond des choses. Observons 

en g^n^ral que les groupes Gn, Gr,, . . . et les groupes Gq, Gq,, . . . 

peuvent indijfferemment renfernier des points ou tous differenls 

ou partietlement les memes. 

Pour demontrer notre th^or^me, adniettons que la courbe 

donnee ( G„ ) soit 

/=o, 

et que sur elle les groupes des points 

Gq et Gr soient determines par A m o, 
Gq et Gr. » par B = o, 

Gq/ et Gr >» par « = o, 

A=: o, B = o, a = o elant des courbes adjointes kj = o : nous 
avons k montrer que les groupes Gq» et Gr, sont aussi situes sur 
une courbe adjointe. On pent, en efTet, ainsi qu'il sera demontre 
incessammenty trouver toujours deux courbes adjointes 

p z= o, y = o, 
telles que Tequation 

(1) a.B = 3.A-+-7./ 
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ait lieu identiqucmcnt. Car alors, en outre des points singuliers 
dey) la courbe (decomposable) 

« . B = o renferme les groupcs do points Gq, Gqs Gr, Gr*, 
'/./= o » G(j, Gq', Gr, Gr^, 

A = o • Gq, Gr; 

par consequent, pour que |3. A soit nul pour tons les points racines 
communs de a.B et y ./, (3 = o doit n^cessairement renfermer les 
groupes (jQ, et Gr,, ce qu'il fallait d^montrer. 

La circonstance que I'identit^ (i) peut toujours ^tre etablie en 
fait r^sulte dc ce que le produit «. B remplit toutes les conditions 
auxquelles, d'apr^s un th^or^me de Nother expose plus haut par 
nous ('), est attachee la possibility de le ramener a la forme dii 
second nvembre ; car ce produit s'^vanouit pour tous les points 
communs de A = o etf= o, et, en precisant, 21 — a fois en chaque 
|)oint multiple d'ordre idej=^ o, tandis que A= o a en un lei 
point un point multiple d'ordre i — i. En vertu de Videntitc (i), 
le rAle de j3 . A vis-a-vis de y,fioi\, etre compl^tcment analogue a 
celui de a . B ; jS = o s^annule donci — i fois en tout point de / 
multiple d'ordre i, sans toucher les branches Ae f, c'est-i-dirc 
rcpr^sente une courbe adjointe, ce qui etait a demontrer. 

A la place de B = o, nous pouvons main tenant faire intcrvenir 
un systeme de courbes B = o passant toutes par Gq, si nous 
consid^rons les coefficients de B comme dependant d'un certain 
n^mbre de parametrcs. Ces courbes decoupent sur f un systeme 
<le"groupes mobiles Gr,. Si alors A=o est une courbe fixe qui 
passe par Gq, et en outre par un groupe Gr, que a = o, d'autre part, 
soit une courbe fixe passant par Gr et en outre par un troisit^me 
groupe Gq,, et que Tidentit^ (i) doive encore avoir lieu, /3 = o 
rcpr^sentera ^videmment un second systeme de courbes qui passent 
toutes par les points fixes Gq, et decoupent sur y = o le nienie 
systeme de groupes mobiles Gr. que celui qui a ^te auparavant deter- 
mine par nous au moycn de Tensemble des courbes B = o. Etil faul, 
si (i) doit <}tre une equation identique, que le spteme j5 = o ren- 



(*) Foir p. 43. Nous ii'avoiis, dans le theoremc cit6, qu'a rcmplacer / psr a. B, 
o par A. ff/ par/, ct k prendre r=:i,q=: i — 1. C'cst la auFsi que se troure la raison 
pour laquelle, dans cos recherches, on se restrcint aux courbes adjoin tes. 
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ferme les m^mes param^trcs arbitraires sous la m^me forme que 
le syst^me B = o. Les deux syst^mes B = o et (3 = o sont done 
completement permutables en ce qui concerne leurs relations avec 
f=zo\ nous dirons qu'ils sont eq u walents Vun k I'autre. Si, en 
particulier, les param^tres y entrent lineairement, nous pouvons 
enoncer ce r^sultat dans le th^or^me suivant, dont nous aurons 
plusieurs fois k faire usage : 

Le nombre des courbes lineairement independantes les unes 
des autres d'un systeme lineaire de courbes adjointes est egal an 
nombre correspondunt relatif a tout systeme equii^alent. Quant 
a ce dernier, on ne pourrait naturellement choisir un systeme 
particularise par des conditions sp^ciales et repr^sentant par suite 
un ensemble d'une multiplicity plus faible. 

Comme exemple d'^ventualites de cetle nature, consid^rons deux 
faisceaux de courbes simplement infinis, ce qui nous ram^nera au 
mode de generation des courbes algebriques donn^ par MM. Chasles 
et de Jonquieres. Par un point fixe (d'ou Q = i) d*une courbe dii 
w'*"* ordre (0^) sans points singuliers, faisons passer un faisceau de 
rayons B ^ «x -h ^ J^j- = o qui determine sur C,* un systeme lineaire 
simplement infini de groupes G,i_i (= Gr,). Par un groupe quel- 
conque (=Gr) de ces groupes G„_| (determine par A^ w.^.-4-aVj-=o) 
faisons passer une courbe du (« — iy*«n« ordre a = o, ce qui est 
toujours possible ; cette courbe coupe encore la courbe C/i en un 
groupe Gq,, compose de « [n — i) — [n — 0^^('' — ^Y points : on 
doit alors pouvoir determiner un systeme de courbes /2 = o de 
maniere a avoir de nouveau 

a.B^S.A-f-y./, 

c'est-a-dire que par le groupe cit^ Gq» de [n — i)- points passe 
encore un nombre infini de courbes du [n — iy*"« ordre j3 = o- 
L'ensemble de ces dernieres forme un faisceau equivalent aB= o, 
de telle sorte qu'a chaque courbe B = o est associ<^e par notre 
construction une courbe p = o et inversement (*). Les deux 
taisceaux sont done Tun a Tegard de Tautre en relation projective, 



(') On demontre en efl*et facilement que, sur le terrain binaire, toute transforma- 
tion antToqiie est neccssairoment lineaire. 
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et I'on peut, par suite, s^imaginer la courbe C« comme engeadree 
par eux de la maniere [connue (p. g5). Nous reviendrons plus 
tard sur ce sujet. 

Nous nous restreindrons dans ce qui suit a la consideration des 
sjstemes lineaires de groupes de points. Pour abr^ger, nous 
introduirons les notations suivantes : 

Par g^^^ y^\ . . . nous d^signerons un systfeme lin^aire q fois 

infini de groupes de chacun Q points et par Gq , F^ , . . . un groupc 
individuel d'un tel syst^me g^^\ y^^\ 

Tout group e dans un systeme lin4aire g^J^' est ^videnunent fix6 

sans ambiguity par q points k choisir arbitrairement; les autres 
Q — q points d'un groupe du systeme sont par \k determines avec 
les premiers. Comme maintenant, d'apr^s notre theor^me fonda- 
mental sur les systemes de points d'intersection de courbes du 
m»*"« ordre sur G,,, dans le cas de in^ n — Z^p points au plus, 

dans le cas de m= n — a — r, p — i (/* -+- a ) ( r — i ) points 

au plus sont determines par les autres, nous avons ce theoreme: 

Entre les nombres y, Q d'un sjsteme g^J^ determine par les 
intersections des courbes du in^^'^^ ordre sur une couj'be du genre p 
existe la relation : 



Cas de w > /I — 3 7 = Q — P 



1 



Gis de M = n — a — r 7 = Q — /^ -f- i H — ( r -f- a ) ( r — i ). 



2 



Ce quUl y a surtout d^important, ainsi que nous Fapprendront 
des applications ulterieures, c'est la circonstance que Ton peut 
obtenir la r^ciproque de ce theoreme dans le cas de m£« — 3. 
11 nous sufOt de le d^montrer pour m = /i — 3 ; car nous n'avons 
suppose nuUe part que les courbes adjointes ne fussent pas decom- 
posables, et par consequent tout systeme de courbes d'ordre moins 
elcve peut etrc porte a Tordre n — 3 par Faddition de courbes 
fixes. D'ailleurs ces courbes sont de la plus grande importance 
pour ce qui suit, ct specialement pour les transformations a de- 
termination unique. Pour cette raison, nous enoncerons encore 
une fois relativemcnt a elles les theoremes sur les points d'inter- 
section : 

Parmi les 2p — 2 points d' intersection d'une courbe adjointe 
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du {n — 3 Y^"^^ ordre, si pest'^ ijp — i au plus ( * ) sont deter^ 
mines par les p — i restants , et entre les nombres y, Q d'un 
systeme decoupepav les courbes de cette nature existe la relation 

<7>Q— />-+- 1. 

La reciproque actuellement k demontrer du dernier th^oreme 
consiste dans ce qui suit : 

Un sjsteme lineaire q fois infini g^^^ de groupes comprenant 

cliacun Q points peut toujours etre decoupe par un systeme de 
courbes adjointes du{n — 3 y^"^^ ordre si ^ 

Observons que, parmi les Q points de chaque groupe G'^', il peut 

s'en trouver qui soient les m^mes pour tous les groupes du 
systeme g^^\ Pour Q une limite sup^rieure nous est donn^e par la 

condition 

r 

Q < 2^ — 2 ; 

car, en g^n^ral, c'est la seulement le nombre d'intersections 
mobiles d'une courbe C,i_3. Celte condition est n^anmoins sans 
influence sur la marche de la demonstration, et de cette circon- 
slance nous tirerons pr^cis^ment une consequence digne de 
remarque. 

II est d'abord d'^vidence immediate que Ic th^or^me est exact 
pourr/=:o (d'ouQ£;> — i); car, par un groupe individuel com- 
pletement determine de p — i points ou d'un plus petit nombre, 
on peut toujours faire passer une courbe adjointe du [n — 3)'*"® 



(*) Lc mot au plus est necessaire, h cause, par cxemplc. du cas suivant : Prcnous 
sur une courbe C^ a deux points doubles {pz=^), p — 1=3 points sur une droitc 
pauant par un des points doubles; une autre droite, nienee par I'autro point double > 
complete la premiere, de maniere k former avee elle une conique adjointe (C,_3)> 
mais les trois points d'intersection do la seconde ne sont pas determines par ceux 
Uc la premiere, et Torment, au contraire, un systeme ^'^^^ D'autre part, si Ton prend 
\es p — I = 3 points, de telle maniere que deux soient situes sur une droite passant 
par Tun des points doubles et un sur une droite passunt par lo second point double, 
les trois autrcs intersections seront par la encore determines. Dans les courbes du 
Qcnre /»= ou ^; =r i, des theoremes semblables ont lieu a I'egard des courbes d'ordre 
n — a. 
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ordre. On voit facilement aussi rexactitude du theoreme pour 
y = I (d'ouQ^p);car, pourQ = />etm]>/i — 3,p points seraienl 
en g^n^ral d^termin^s par les autres qui sont ici fixes; ifs ne 
peuvent done 6tre mobiles que pour le cas de tn^n — 3. Mais^ si 
les points fixes de la courbe s^cante Cm sont situ^s de telle sorte 
quMs ne d^terminent pas les autres points p, nous construirons 
comme il suit un faisceau special equivalent du (w — a )'*«■• ordi*e. 
Nous ferons passer par un des groupes mobiles G^ une courbe C^.j 
qui se d6c«mpose en une droite A et une courbe C/,_3, de telle 
sorte que cette derniere soit d^termin^e par;; — i des points de G^' 
et rencontre encore Cn en p — i autres points Tp^t , tandis que la 
droite Apasse d'une mani^re quelconque par le /?**"*• point a et coupe 
encore Cn en n — i autres points r„_|. Ge dernier groupe Ta_i 
forme alors, conjointement avec Tp^^, le systeme des points de 
base du faisceau Equivalent de G,;_2 qui determine le systeme^ "'. 
Mais la droite A est commune a toutes ces courbes G,i_2, et il 
reste par consequent un faisceau de courbes G/,_5 par lequel doil 
ctre d^coupE le systeme g^'*^ En particulier aussi, puisque cela 

arrive pour toiis les autres groupes du systeme, le groupe G_ 
utilise dans notre construction est n^cessairement situe sur une 
courbe C/,_8 ; et de 1^ resulte que, des p — i points de Vp^i, Tun 
coincide avec le point a. Nous pouvons Enoncer ce resullal 
(Q = jy, y = I ) de la maniere suivante : 

Si unjaisceau de courbes adjointes determine un systeme g'* , 
c^est-a-dire a p points d' intersection mobiles [av^ec I41 courbe 
principale), tout point d'un groupe indiuiduel G^ * du sjsteme est 
situe av^ec les p — i autres points sur une courbe C„«8, et ces 
courbes C„^3 forment unjaisceau equis^alent au premier. 

Enfin, pour ^ = i , Q <^/;, Inexactitude de notre theoreme prece- 
dent est encore evidente ; car, par p — i points ou un nombrc 
moindre, on pent toujours faire passer une courbe G«_s, et par 
consequent la construction d'un faisceau equivalent de courbes C^.s 
va ici de soi. 

Onpeut, eng^niral, suivre une marche semblablc de demonstra- 
tion en s'elevant d'un systeme g"'^_" ^ un systeme ^j^\ 

II nous sufTit done de montrer que le theoreme est exact pour 
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tout syst^me g^^\ s'll est exact pour les syst^mes g^^lj'? en suppo- 

sant toujours que Ton ait y ^ Q — p-+-i. 

Repr^sentons • par T^quation Y = o le systfeme q fois infini de 
courbes d^terinm6 sur la courbe primitive y= o par le syst^me 
donn6 g^^, en sorte que ¥ d^pende lin^airement de q param^tres. 

Soit ¥0 = une courbe arbitrairement choisie de ce syst^me ; 
supposons qu'elle determine sury= o le groupe Tq et soit a un 
point de ce groupe. Tons les groupes du syst^me donn^ g'^^ dans 

lesquels figure a forment un syst^me g^I/J*^; ce dernier pent, 

conform^ment k Thypoth^se, 6tre d^termin^ par un syst^me de 
courbes G^/_3. On peut done toujours, par les Q — i points du 
groupe Tq diffl^rents de a, faire passer une courbe C/,«s, que nous 
repr^senterons par = 0. Par le point a menons une droite 
quelconque Ux = o. D'apr^s le theoreme du reste, le syst^me 
donn^ g^^^ peut £tre d^termin^ par un ensemble lin^aire q fois 

infini de courbes C,i_a. Get ensemble est represent^ par 4> = o si 

Toutes les courbes du syst^me <J> = o passent n^cessairement 
paries points d'intersection de Uxfo = o elf-= o non situ^s sur 
^0 = ( c'est^^-dire qui n'appartiennejit pas k Tq); il en est ainsi 
en particulier pour les /i — 1 points d'intersection difF^rents de a 
de la ligne Ux = o avecy*= o. Toute courbe C^^a se decompose 
done en la droite Ux = o et en une courbe C,i_3 . On peut en 
consequence poser <I> = 1x^9, si 9 = repr^sente un ensemble 
q fois infini de C/,_3, ce qu'il fallait d^montrer. 

L'exemple suivant pourra servir k rendre plus clair le th^or^me 
d^montr^ ici. Nous disons que, sur une courbe du cinqui^me ordre 
a deux points doubles, les seuls groupes g^^^ possibles sont les 
deux syst^mes simplement infinis qui sont determines par les 
rayons passant par le point double. 

En effet, d'apr^s noire theoreme, chaque syst^me g^^^ peut etre 
coupe par des coniques adjointes ; si done un faisceau de courbes Ca 
doit, en outre des points doubles, avoir encore 3 (= p — i) points 
fixes communs avec C5, il faut necessairement que chacune des 
courbes Ca du faisceau se decompose. 

Dans la demonstration, nous n'avons k aucun endroit fait usage 

Clebsch. — Giomitrie, II. lO 
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de la condition Q^2/7 — a. MSme si cette condition n*^tait pas 
satisfaite, les mSmes conclusions, et par consequent aussi le 
ih^or^me qui en r^sulte, seraient encore yraies* Mais, comme il 
n'existe pas de courbes adjointes C„.3 ayant plus de 2p — 2 
points d' intersection, nous devons, en revenant en arri^re, conclure 
qu'i7 nexiste pas de groupes de points Gq de plus de up — 2 
points a Vegard desquels on ait 9 = Q — p -f- i . 

Cette remarque pent servir 4 la demonstration d'un important 
theor^me. Les groupes Gq qui sont d^coup^s par des courbes 
adjointes C,/_j| forment au moinsun syst^me Q — p -4- 1 fois infini: 
par consequent, les groupes G2;,_2 forment un syst^me au mains 
p — I fois infini; d'autre part, ils forment au plus un tel sysl^me. 
Car s'ils formaient, par exemple, un syst^me p fois infini, on 
pourrait, par Taddition 4 chaque groupe du syst^me du m^me point 
fixe arbitraire |3, 6tablir un syst^me g^ '/.'_, ; mais un tel syst^me, en 
vertu de la remarque que nous venous de faire, ne pent exister. II 
n'y a done aucun syst^me g^'/'.^j et k plus forte raison aucun 
syst^me g'f^^l, etc. Ainsi : 

II nexiste qu'un systeme p — 1^015 infini, autrcment dit que 
p courbes adjointes du [n — 3)''^"''* ordre lineairement indepen- 
d antes les unes des autres. , 

Avec ce theor^me, que nous rencontrerons encore de nouveau 
plus tard, nous terminons les recherches de cette nature sur le> 
syst^mes de points d^intersection, pour y revenir ulterieurement 
en connexion avec la theorie des fonctions abeliennes; elles se 
montreront alors sous un nouveau point de vue et pourront ^Ire 
enonc^es d'une mani^re plus simple sous le benefice de nouveau^ 
moyens auxiliaires. Ce que nous avons expos^ ici pent, pourle 
moment, sufKire k donner un apergu de la m^thode suivie par Brill 
et Nother. 

• 
VIII. — Gontinaation. — Extension da principe de correspondance. 

II existe une proposition qui n'est pas en correlation immediate 
avec les considerations precedentes, mais qui n*est pas moins ini- 
portante k regard de la geometric sur une courbe : c'est celle qu'on 
appelle le principe de correspond ance etendu; nous en abordons 
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mainteDaDt rexposition. Ce principe est une generalisation indi- 
qu^e par Cayley et demontrde par Brill, relativement a une courbe 
quelconque du principe de correspondance de Chasles, qui a lieu 
pour une droite etqui nous est d^j^ connu (t. I, p. 261). En ce qui 
concerne les courbes du genre z^ro, ce nouveau principe n'offre 
rien de different du principe de Chasles^ il s'ajoute seulement au 
nombre donn6 plus haut un nombre dependant du genre de la 
courbe C/i, ce qui fait ressortir de nouveau la haute importance du 
genre pour une courbe ( ' ). Les nombreux probl^mes k la resolu- 
tion desquels on parvient au moyen de ces formules plus g^neralcb 
de correspondance, et dont nous signalons quelques-uns dans ce 
qui suit, justifient suftisamment Texamen approfondi que nous 
ferons du sujet. 
Soit 

IVquation de la courbe consider^e C/,, que nous supposerons de 
Tordre n et du genre p, et admettons d'abord qu'elle n'ait aucun 
point double et aucun point de rebroussement. Soit donn^e en- 
suite une Equation 

en vertu de laquelle a chaque point x du plan correspond une 
courbe d'ordre 5, k chaque point j^ une courbe d'ordre r. Sur la 
courbe d'ordre y nous avons alors, lorsque simultancment 

/(x) = o et /(jr)=o, 



'/) Le principe a d'abord ete 6noDce sans demonstration par Catlet, Comptes 
rendus, X, LXII, p. 586, et plus en detail dans le Memoire, On the correspondence 
of two points on a curve {Proceedings of the London math. Socie^, X, I, i8C6}, 
ou se tronve une demonstration pour un cas particulier; il a ete enfin traite par lo 
meme auteur arec de nombreuses applications daba le travail : Second Memoir on 
the curves which satisfjr given conditions [Philos, Transactions of the B. Soc. London ^ 
t. CLVllI, i86S). Une demonstration algebriqne d'une formule plus generale a dte 
donnee en m^me temps par Brill : Ueber Entsprechen vOn PunAtsjrstemen auf einer 
Curve [Math. Ann€tlen, t. VI, p. 33; 1873), et plus geometriquement : Ueber die Cor- 
respondenzformel {ibid,, t. VII, p. 60; 1874). M. Lindemann a donnd une demonstra- 
tion du mftme principe a Taide des integrales abeiiennes (Journal de Crelie, t. 84, 
p. 3oi.) — Chasles avait dejk mis k profit Tezactitude de son principe pour les courbes 
de genre zero : Comptes rendus, t. LXII, p. 584 *» ^^^' 

10. 
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une correspondance en vertu de laqueile a cheque point y de la 
courbe r^pondent a = rn points x, et k cheque point x de la 
m^me courbe b^=^sn points y. On doit ici supposer d'abord que 
toutes les courbes mobiles correspondant hy ou hx iHont pas la 
m^mes points fixes communs ( * ), que, par consequent, les points 
a ou 6 sont tons mobiles avec y ou x. Main tenant la courbe 
d'ordre r 



(3) y{x,a:) = 

repr^sente le lieu d'un point tel que la courbe qui lui correspond 
passe par ce point lui-m^me. EUe determine done, sur fy 

(rH- s)n =.a-\- b 

points pour lesquels un des points x qui correspondent a y tombe 
eny ou r^ciproquement. Nous appellerons ces a -f- i points les 
points de coincidence de la correspondance 9 ; nous d^signerons, 
pour abr6ger, par (a,i) la correspondance elle-m^me en tant 
qu^elle est consid^r^e relativement k cp. 

Les considerations pr^c^dentes cessentneanmoins d'etre exactes 
si r^quation (3), par suite dey(a:) = o et f{j) = o, est salisfaite 
pour ^ouf point 07 o\xj de f {^)y c'est-3i-dire si, parmi les points 
d'intersection des courbes correspondant k x, un ou plusieurs, 7 
par exemple, coincident avec x lui-m^me, et si, parmi les points 
d'intersection des courbes correspondant ky^ S sont situ^s en/. 
Cette circonstance pent provenir de ce que la courbe dont il s'agit 
a en x un contact d'ordre y — i avec/J c'est-^-dire y points d'in- 
tersection iniiniment voisins, ou un point multiple d'ordre 7, ou 
un point multiple d'ordre p et y — p points d'intersection succcs- 
sifs, ces derniers pouvant alors £tre distribu^s de diverses ma- 
ni^res sur les p branches de la courbe <f. Nous disons dans tons 
ces cas que la courbe a avecy un point d'intersection de y ^vcdears, 
Les choses se passent d'une mani^re analogue pour y et d. Mais 



( ' ) Pour ce qui coDcerDe ces cas, nous renvoyona k la Section Smut les transform 
motions tmivoques, an commencement du tome III. 

(') G'est ce qui arrive, par exemple, si 9= ^{x)y{y) ~''a{^)'P{t) on &i ?* poof 
.r = j^, renferme comme facteur une puissance de /. 
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♦ 

c'est un fait trJs-important que Von doive toujours ai^oir 

(4) 7 = ^. 

ImaginoDs, en effet, que de ^{x^y) = o on ^limine k Faide de 
f{x)=^o une des coordonn^es x/ de x, x^ par exemple; alors, 
dans I'^quation d'^limination, le facteur Xi j^a — ^2 Y\ doit n^ces- 
sairement se rencontrer y fois, puisqu'il s'annule y fols pour 
Xi=:ji, Si ensuite on ^limine encore j^s au moyen dey*(y) = o, le 
resultant renferme ce facteur /ly fois. Mais on doit obtenir le mdrae 
r^sultat si inversement on ^limine d'abord ji et ensuite x^^ le 
facteur ci-dessus se pr^sentant alors nd fois. On a done en fait 
7 = J. Le nombre y apparait comme caract^ristique k regard de la 
correspondance <f ; nous d6signerons une telle correspondance pos- 
sedant en x un point de y valeurs par [a — y, i — y)^ ou par (a, P)^, 
en posant a — y=.(Xyb — 7 = /3. 

Notre probl^me est maintenant d*indiquer combien de fois 
encore un (y -h i)'*"® point d'intersection de la courbe correspon- 
dant a x coincide avec or, c'est-^-dire combien defois, dans la cor- 
respondance [a — y,b — y)^, un point y coincide avec Van des 
points correspondants x. 

Dans ce but, consid^rons d'abord pour y = o simultan^ment 
deux correspondances (o, i) et [JjV)^ 

?('^ir) = o et f'\x,y)=zo, 

et demandons-nous quel est le nombre des couples de points Xy 
y sury*qui satisfont en m^me temps aux deux correspondances ( * ). 
Or, a chaque point j^ du plan correspondent les rr* points d'inter- 
section x des courbes (j>= o, (5*'= o qui sont en correlation avec 
led; de m^me a chaque point x du plan sont lies ss^ points j. 
Si J se meut sur une droite, les rr' correspondants x, ainsi que 
nous Tavons vu dans une autre occasion (p. 109), parcourent une 
courbe de Tordre rs'-^sr'\ par consequent, si j d^crit notre 



(*) il y a entre ce probleme et le precedent la mdme relation qu'entre le probldmo 
de la determination du degr^ du resultant de deux equations et le probldme de la 
determination du degri du discriminant d'une seule Equation. 
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courbey, ils parcoureni une courbe de I'ordre 

(5) nlrs'-^sr'). 

Ghaque point d'intersection x de cette derniere avec / don- 
nera avec un pointy situ^ suryun couple, de Tesp^ce cherchee. 
Le Dombre des couples de points qui satisfont en m^me temps aui 
deux correspondances («,&), («'>i') suryest done ^gal a 

(6) n^rs' ^ s/ ) = ab' ^ ba' . 

Si les points a: et j^ pr^sentent k regard des deux correspondances 
une reldiiion sjmetrique (auquelcas on a n^cessairemenl a=b^ 
a'= b')f le proc(§d^ employ^ donnera la meme courbe de Tordre 
n{r/ -¥- sr^)^ que nous fassions cheminer x ou bien y sur la 
courbe/*; chaque point d'intersection avec y con tribue ainsi deux 
fois a la formation d'un couple. Le nombre des couples cherches 
est done ^gal k la moitie du nombre qui vient d'etre trouv^: 
r = ac^= bb', 

Le nombre pr6c^dentai'+ bal doit subir une reduction si Tune 
des correspondances ou toutes les deux ont un point de plusieurs 
valeurs enjc=^ et si Ton se propose d'indiquer le nombre de 
points Xjy ayant sur/* une situation s^par^e qui satisfont aux deux 
correspondances. Si en efTet ^', par exemple, poss^de un point 
de y' valeurs (en sorte que pour cp', lors du transport de x sur 
fy y' points j^ soient toujours r^unis avec x), un couple compost 
de deux points voisins x, y de cette esp^ce satisfait en m^me temps 
k la correspondance (f, aux (a4- i) points Ae f ou ont lieu des 
coincidences de a>, et y' fois en chacun de ces points; nous avons 
done k retrancher le nombre y'[a+b). Le nombre des couples 
separes de points qui satisfont simultahement aux deux corres- 
pondances 

{a,b) et [a' -y\b' -'/),. 

est, par consetjuent, egal h 

(7) a(6'-y') + i(«'_/). 

Nous d^terminerons la reduction ult^rieure qui a lieu si f a en 
m^me temps un point de y' valeurs en x =J^, c*est-a-dire si les cor- 
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respondances donn^es sont 

? = (« — 7» * — 7)t» f'^'^a—y'.b'-^y' )^s 

au moyen des considerations de limiles qui suivenl. 

Imaginons d^abord que I'une des correspondances, ^ par exemple, 
soil un peu diform^e (c'est-^-dire que les coefficients deT^quation 
correspondante (f = o soient un peu modifies ), de mani^re qu'elle 
se change en une autre 

qui ne poss^de en x ni point de valeur unique ni point de valeur 
multiple y mais donne, au contraire, sur C;, y points x ouy ^voisins 
de celui-ci pour tout point y ou x. Le nombre des couples de 
points communs aux correspondances r et c^' est, d^apr^s ce qui 
precede, ^gal a 

flft'-h ba'— 7'(a-4- b). 

Parmi ces couples, il en existe encore qui se composent de deux 
points tres-voisins x^y^ et qui, en tant que ces points coincident, 
occasionnent une nouvelle reduction du nombre indiqu^ lorsque 
Ton fait r^trograder la deformation de (f en tt. II s'agit de trouver 
ces couples. 

Nous consid^rerons en particulier un point de coincidence G 

de la correspondance cj/, c'est-^-dire un point oil sont r^unis 

/-+-! points x = y de 9'. Tandis que le point x se rapproche du 

point G, le pointy qui doit ensuite coi'ncider avec lui arrive dans 

le voisinage dear, se confond avec a: lorsque x atteint G et s'^loigne 

de nouveau de a:, si x s'^loigne de G. Done, tandis que x passe 

par un point de coincidence de ol^y parcourt tons les points de f 

voisins de Xy Tun des points allant pour ainsi dire au-devant de 

Tautre et le d^passant ensuite. Mais parmi les points voisins de x 

sont compris aussi les y points qui tirent leur origine du point 

dey valeursde 9, par suite de notre deformation. Done, k chacun de 

ces y points, si x passe par un point de coincidence G de ^', doit 

repondre une fois le pointj^ qui coincide avec x. Pour tout point G, 

il se produit par 1^ y couples formes de points voisins Xj y y qui 

satisfoot en m^me temps aux correspondances 9' et tt, et qui, la 
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deformation de 9 cessant, appellcnt une rMuction correspondante 
dunombre aV -\- hal — /(a -)-&)(*). 

Si done C est le nombre des points de coincidence de ^, il 
reste 

(8) (y/] = ab'-h ha! ---/[a -+- ^) — 7C' 

couples de poinls Xy j ayant une situation s^par^e qui satisfont 
simultan^ment aux correspondances cf et cp'. 

Nous proc^dons maintenant dissymetriquement en d^formant 
Tune des correspondances cp; si ^ la place nous avions d^form^f', 
nous aurions obtenu la formule 

(9) [^^'] = a!h-^ b'a-~-y[a»-^ b') ~ /C, 

G d^si^ant le nombre des points de coincidence de la correspon- 
dance cp. Gomme les deux valeurs donn^es pour {(f^') doivent ^tre 
^gales Tune a Tautre, on obtient par comparaison 

7 i 

Ce quotient a pour f la m^me forme que pour ^ et doit, par 
suite, dtre compl^tement ind^pendant de la nature sp^ciale de la 
correspondance ; il pent Stre d^termin^ par une correspondance a 
regard de laquelle le nombre C est connu par une autre voie. Pre- 
nons, par exemple, la correspondance entre le point de contact j 
d'une tangente de G« et ses autres /z — 2 points d'intersection x 
avec G/i pour laquelle C est ^gal au nombre des points d*inflexion 
deyi et par consequent ^ 3/i (/z — a ). Ici nous avons 

azzzriy b = n[n — i), 7 = :i, 

et consequemment la valeur du quotient sera ^gale k{n — i) (/i — 2), 
6gale k up. On a done hi formule de correspondance 

(11) Cr= 'rt — 7) 4- (/5> — 7) -f-27/?. 



( *.) Les conclusions du texte ne sont ^tablies que pour des points reels. Mais on 
peut proceder alg^briquement, ce qui r^sout aussi le cas- Imaginaire. f^oi'r BiuUt 
Math. Annalen^ t. VI [loc, ctt.)» 
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et ensuite, par substitution, 

{??') = (« - 7) (*'- /) -^ (ft - 7) («'- 7') - V7/- 
Si Ton pose encore 

a — y = a , a' — y = a', 

a 6tant le nombre des points x correspondant au point j en yertu 
de la correspondance f et non confondus avec y^ et ainsi de suite, 
nous avons ce th^or^me ( * ) : 

Le nombre des points de coincidence d'une correspondance 
(p = ( a, |3 )^ sur une courbe du genre p [d'abord supposee sans point 
doubles y etc) est 

(12) C— « -f-|3 -+- 2/77, 

et le nombre des couples de points x, y satisfaisant en m^me temps 
aux deux correspondances c = (a, (3)^, ^'= («', ^')^i est 

(i3) (yf) = «3' + (3«'~2/>7/. 

Mais on ne doit prendre encore que la moitie de ce nombre 
si ip et (f' ont une relation compl^tement symetrique^ ainsi qu'il a 
d^j4 €l€ fait plus haut pour le cas de y = )/== o. 

Nous nous posons maintenant la question de savoir comment 
les points de coincidence d*une correspondance peuvent Atre 
d^termin^s alg^briquement par un proc^d^ ^liminatoire. Nous 
montrerons en particulier qu'il est toujours possible d'obtenir une 
courbe d^coupantsur^* les points Gde coincidence, que, par conse- 
quent, les points de coincidence forment toujours le sjrsteme com- 
plet des intersections de favec une autre courbe. Nous pouvons 
d'abord former explicitement cette courbe pour les cas les plus 
simples de 7 = i et y = a ; pour 7 = 0, elle est donn^e directe- 

ment par o \Xjx) = o. 



C) ObseiTons sp^clalement que les formules trouToes, d'apres le raisonnement qui 
a serri k les obtenir, ne peurent £tre employees que si la correspondance entre les 
points X eijr est repr^ntable par une equation f) = o» c'est-k-dire si les a = a H- y 
points qui ripondent ii jr aussi bien que les b := ^-^y points qui repondent k x Hon 
d^tennin^ par les intersections d'une courbe mobile. 
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Soil done d^abord y = i • Nous poserons sjmboliquement 

(.4) /= «2 = *2 =...,, = «i|3; = «:;//=. . . , 

de telle sorte que dans f les r symboles a acqui^reot une signifi- 
cation effective conjointement avec les s symboles |3. D'apr^s Thy- 
poth^se, nous avons 

( ' 5 ) a*^ p^ = o ( ^yentuellement en vertu de /== o ) , 

et pour j^ = x + rfx on doit avoir 

Pour pouvoir ^liminer les dilKrentielles dx d'une fa^on syme- 
trique, observons qu'entre les a?/, pour leur attribuer une valeur 
absolue, on peut toujours supposer une Equation de la forme 

les quantit^s hi d^signant des constantes. De la r^sulte alorsi 
comme troisi^me Equation, 

(17) A"irfLci -h A"jrf;rj-4- A",rflr,= o. 

Entre cette derni^re et les Equations (16) on peut actuellemenl 
^liminer les dxj et Ton trouve la condition 

(18) (^zl3A:)ar'«;sr =0. 

Mais, au lieu de (16), on aurait pu aussi prendre pour base les 
Equations 

(«9) <r^P'x^dx=o, «r'«rfx=o; 

on a done par consequent aussi 

(20) (/.«A:)ai-^«r|3i = o. 

Nous chasserons les hi en faisant usage de Tidentite (t. I, p. 352) 

[ufxk) p^= [apk) a^-4- (Pa^) a,-h [nap] ^^, 

car, ^ cause de (18) et a cause defz= o, (20) se transforme alors, 
k part un facteur constant kx, en 

(21) (^'«,3)«-»i3-»«r^ = o, 
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el cette equation represente la courbe cherchee, Le nombre de ses 
points d'iDtersectlon avecy*est en fait ^gal k 

nr -\- ns -^^ n[n — 3) = nr — i-f/w — i-h 2p. 

Soil en second lieuy^= a. Cette circonstance pent d'abord pro- 
venir de ce que la courbe qui r^pond 4 x a un point double en Xy 
la courbe qui r^pond k y ayant de m^me un point double en j^; 
on a alors, ind^pendamment des z^ 

(22) «;^rP.^o, «r'i5i«,= o. 

Nous cherchons les points x dans lesquels une branche du point 
double touche la courbe /, cVst-^-dire dans lesquels on a 

(23) «;pi-*«x = o, «r*«rfx=o. 

L*6limmation des dx entre ces Equations et (17) donne 

(24) (P«*)(P«i)a;isi-««r' *r' = o. 

Mais, au lieu de (23), on aurait pu aussi prendre pour base les 
Equations 

(25) «r'«3x|3i = o, «r'«rfx=o; 

on a done aussi 

(26) («ax)(«^^)«ri3>r^r» = o. 

Remarquons, d'ailleurs, que les Equations (18), (20) et (21) 
elles-mSmes sont satisfaites, en vertu de (22), pour tout point x 
plac^sury. Pour chasser les hi de (24)9 nous emploierons les 
identit^s 

Dans Texpression obtenue, les termes multiplies par les facteurs 
flx,ftx s'^vanouissent k cause de y= o, le terme en (3^ en vertu 
de (26); il reste un terme multipli^ par Ar^ et deux termes multi- 
plies par hx^x' Ces derniers, en vertu de la permutabilite de a et 
de h sont, a un facteur commun pr^s, 
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Pour le terme qui figure dans le second membrey emplojons 
ridentit^ 

Dans Texpression obtenue, le second terme s'^vanouit en vertu 
de f= o, le troisi^me en vertu des Equations ( aa ) . L'expression ( 24) 
se transforme done, abstraction faite du facteur A^, en 

Nous pouvons ^crire celle-ci encore plus sym^triquement; 
on a en effet 

((xab)^^= (a|3*)a^-f- {pab)a^-h (a^P)^^, 

et par suite, les autres termes disparaissant, 

Nous pouvons permuter encore ici a et i et former la sorame 
des deux expressions. Ala place de (api)ax intervient alors le 
facteur 

l[[a^b)a,^{a^a)b,]=';-[{aab)p,^{Pab)a^]. 
L' equation de la courbe cherchee est done finalerhent 

(27) »PH=[(«a6)'pj - (p«6)'«j.]«r'isr «r'*r' =0. 

Le nombre des points de coincidence qu'elle d^coupe sur/= 
Concorde avec celui qui a ^t^ trouv^ plus haut. 

Nous obtiendrons une autre courbe du meme ordre dans la sup- 
position que le point de deux valeurs en x = j^ prenne naissance 
par contact. Dans ce cas, k la place de (aa) interviennent les 
Equations 

(a8) «;;pi-*|S./x=o, «r*l3>./x=o, 

et a la place de (a3) les conditions 

(29) «:?r' Pd'. -4- (5 - 1 ) «;isr ' PI. = o. 

(30) «->«rfV+(«-i)«r'a3, = o, 

(31) A,rf*x, + *,<f'.rj+ *,d*a-j=o, 
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Undis que les Equations (i8), (20), (ai) sont satisfaites pour tout 
point de f. On peut ici imaginer que les dxi aient ^t^ calculus 
aumoyen de (29) et (3o)enfonctiondes d'^xij porter leurs valeurs 
dans a"~* atix=o et dans Tune des Equations (28), et entre ces 
deux Equations r^unies i (3i) ^liminer les d*Xi. Toutefois, I'^li- 
mination se fait plus sym^triquement de la mani^re suivante. 
On ajoutera F^quation qui intervient k la place de (i9)> savoir 



(32) 



«r * «:/«.ri3'i -h { r - 1)«;-^- c^j^^j = o. 



et Ton ^liminera entre elle et entre (29), (3o) et (3i) les gran- 
deurs d^jCi. Cela donne le r^sultat 



= 
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Nous d^velopperons ce determinant suivant les termes de la 
demi^re ligne verticale. Alors, en premier lieu, k cause des Equa- 
tions (18) et (20), tons les termes sont nuls sEpar^ment; mais le 
lerme multipliE par le facteur «"~*a^j. est doublement nul. Ge 
dernier est, en efTet, Egal k 

ety par application de I'identitE 

il en r^sulte une somme dont les termes sEpar^s sont chacun dou- 
blement nuls. Pour les deux derniers termes, cela r^sulte imm^dia- 
tement des Equations (18), (20) et (28); le premier terme renferme 
le facteur nul hdxj et TEvanouissement de Tautre facteur s'obtient 
par Elimination des dxi entre (28) et aj~* adx= o. Nous pouvons 
done laisser de c6tE le terme qui a aj"^ a^j. comme facteur vis-^-vis 
des deux autres termes du determinant ; ce dernier se rEduit, par 
suite, k la somme 

(33) [(,-!){,' «A)«:,p5,-{r-,){pa*)P,«'^Jai^i-«:;-'^,*«r'- 
Les remarques suivantes servent k la transformation de cette 
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somme. A chaque point x correspondent, d'apr^s notre hypothise, 
les points x el x -h dx ; r^ciproquement, au point x -+- dx doivenl 
de nouveau correspondre les points x-hdx et x, c'est-i-dire 
qu'e/z mdme temps que (28) a lieu encore ['equation 

(34) <-««rf,Pi-«|Srf^=o. 

Comme d'ailleurs dans notre cas, ainsi qu'il a il6 observe plus 
haut (p. 154), Texpression a'j.^^j. est identiquement nuUe ou ren- 
ferme le facteury, on a aussi, en vertu de/= o et df= o, 

(35) ^^iPi-'Prfx-i- /-ar* Pi«rfa:= O, 

OU, k cause de a^~* «</:r= o, kdx= o, 

En consequence de cette Equation, on pent s6parer de (33) un 
facteur commun nul. Si Ton permute encore dans le second terme 
les lettres accentu^es avec les non accentu^es, on obtient par suile, 
comme result at de I' elimination des d^Xi entre (29), (3o), (3i), 

(36) [s[s - OPLal + r[r- i)«5,?i]«S-'iSr = o. 

L'^limination des dxi entre cette equation et entre a"~' ajjc= 0, 
kdx=^ o donne done 

-4-r(r-i)(a«A)(«W)p«]ar«|Si-»«r'^r'. 
OU, comme nous T^crirons en abr^g6, 

(37) .v(5-i)n, + r{r-i)n,= o. 

Pour chasser les ki employons dans le premier membre les 

identit^s 

(^ak)a^= (paa)Ar^-4- {^xk)a^^ {c^ak)^^, 

{pbk)a,= (^ba)k,^(Po:k)b,-^(o^bk)^^. 

U vient alors, en vertu de/" = o, 

sin3=(Paa)(«iAr)«-«(3rarir. 

Nous pouvons encore transformer la derni^re expression au 
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moyen de Tidentit^ 

(|3^a)/-,=: (i3«/-)a^- (|3xX-)^^- (a^X']?^' 

Des trois termes qui prennent naissance, ]e premier disparait 
en vertu de (34)>le second en vertu dey=o; le troisi^me est 
igelk — n^, et, par cons^qaeDt, il vient, si S d^signe le facteur 
dell, 

(38) ni + ngzizS/'. 

Pour former aussi la difference Di — II,, nous emploierons 
pour II I ridentit^ suivante {IV, t. I, p. 35a) : 

- {abp]H:. -h 2[pab){abk)A'^p^. 

Si Ton porte ceci dans Ili^il ne reste plus que les deux derniers 
termes de la somme qui figure dans le second membre. L'expres* 
SLonlliy au facteur pr^s al.~^^i~*«J~*^x^, devient done 6gale k 

et de m^me U^t k part le m^me facteur, est ^gal k 

- 1 (abo,)^P^.Ai H- (o^ab){abk)a,pik^. 

Dans la formation de la difference, nous emploierons pour les 
deux termes Tidentit^ 

A cause de la permutabilit6 de a, by et k cause du facteur (a&A:), 
nous pouvons ^crire, pour la difference qui figure dans le second 
membre, ii[ix^a)bx. Nous d^signerons pour Tinstant le facteur 
ainsi transform^ de A-^ dans 11^ — 11, paraX. Ce facteur pent se 
ramener k IIi et 11,. 

La forme (aP^)*^"*^!"'^""^ est en effet identiquement nulle 
dans notre cas ou ^/=^ a^ pour facteur; on a done ^galement, en 
toute hypoth^se, en vertu de/= o eldf= o, 
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Or, si nous remplagons dans cette ^qaation les dxi par les 
determinants mineurs {bk)ib'^~\ le coefBcient de [n — i) devient 
pr^cis^ment ^gal k la forme X ci-dessus; le coefficient de (r — i), 
d'autre part, devient ^gal k Texpression d^sign^e plus haut par lis, 
et, par saite, son prodait par k^ ^gal k — n, et, d*une maniere 
analogue, le coefficient de {s — i) sera £gal ^ +n| aufactenr 
pres kx' Nous avons d'apr^s cela la relation 

(/I - i)>f^X= (r- i)n, - (5 - i)ni. 

Si nous portons ceci dans Texpression trouv^e pour XIj — IIj, el 

que nous d^signions les coefBcients de - k% dans IIi par Ti, 
dans II3 par T„ il en r^sulte 

(„_,)(n,-n,) = ^*M«-'){Tt-T,)-t-2(r-i)n,-2(*-i)n, 
ou 

(89) 2(a5-h/i — 3)nj— 2(2r-f-/i — 3)nj=:A:=(/i — i)(T. — T,\ 

Cette Equation, conjointement avec (28), donne les r^sultats sni- 
vants : 

4(r + 5-f-«— 3)ni = A5[2(2r-H/i— 3)S-+-(« — i)(T,— T,)], 
4(r+ 5-4-71— 3)n,= A:l.[2(25-h /I — 3)S— (/i — i) (T,— T,)]. 

La separation du facteur k^, de T^quation (37) est en conse- 
quence accomplie. L' equation de la courbe cherchee qui decoupe 
surf^=z o les points de coincidence de la correspondancea^.^'^ = 
est par suite 

I 2S[j(5 — i)(2r -1-/1 — 3) -f-r(r— i)(25-f-«— 3)] 
'^''^ i ^T(/i-i)[r(r-,)-j(,-,;]=:0, 

S, T = Tj — T, etant definis de la manidre suivante : 

S=(a«P)(*aP)«r»l3rar*6rS 

On voit clairement par ces exemples comment on a it pro- 
c6der dans le cas general. On pourra, en ayant ^gard aui 
equations A*^^ = o^ au moyen d'un procede analogue au precedent, 
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dans lequel les symboles oe et |3 de la fonction (f = ^^x^^x ^^^^ ^"^~ 
ploy^s symelriquementy ^liminer successivement entre les Equa- 
tions qui d^finissent le point de y valeurs de la correspondance 
en x^=y les diff^rentielles des divers ordres, que ce dernier 
point provienne d'un point multiple des courbes f en cet 
endroil, ou d'un contact multiple de cette courbe avec f, ou de la 
presence simultan^e de ces deux circonstances. On a alors k 
s^parer toujours du r^sultat final comme prEcEdemment, au 
moyen de transformations identiques, une puissance de kx comme 
facteur, pour obtenir enfin T^quation de la courbe qui determine 
sury les points de coincidence. Mais nous pouvons, du reste, 
indiquer Vordre de cette courbe sans examen d^taillE des opera- 
tions alg^briques dont 11 s^agit, parce que nous connaissons, 
d'apr^s la formule(ii)9 le nombre de ses points d'intersection 
avec/; ce nombre est (a = r/i, h = sn) Egal k 

140 [r-4-j-4-7(/i-.3)]. 

Le nombre dont nous parlous reste le m^me si f poss^de des 
points doubles ou multiples, car les operations alg^briques indi- 
qu^esrestent toujours r^alisables. D'un autre cdtE, le raisonnement 
qui nous conduit a TEtablissement du nombre C=:a-|~p + 27/^ 
n'est pas modifi6 par la presence de points multiples sur f, au 
moins si les diverses branches du point multiple ont toutes un 
cours separE (' ). Dans ce cas, le nombre C devient plus petit que 
le nombre des points d'intersection de la courbe prEcEdente 
avecy=: o. Cela s'explique par la circonstance que cette courbe 
passe par les points multiples de fj que, par consequent, en ces 
points des coincidences se produisent sans que les points coinci- 
dents soient situEs Tun pres de Tautre sur la m^me brancbe de 
courbe, ainsi que cela deviendra bientdt plus clair; or, pour les 
coincidences de cette esp^ce, nos conclusions g^ometriques 
cessent d'etre vraies. D'apr^s cela nous ferons les distinctions 



(*) Dans la correspondance employee ci-dessus a la determination du nombre des 
points d'infleKion (p. i5a) se presente encore cette particularity que les courbes f (les 
premieres polaires) ont aux points multiples des points yfxex communs. Pour eriter les 
dilBcultcs qui resultent de \k (difficult^s sur lesquelles nous reviendrons plus tard), 
on pent choisir un autre ezemple, par exemple la correspondance (n — i, n — i),, qui 
est determinee par les lignes d'un faisceau de rayons sur /*= o. 

CuEBSCB. — G^mdtrie, II. II 
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suivanles : Nous appellcrons comcidence proprement dite toute 
coincidence qui pr end naissance parce quun des a points mobiles 
correspondant h un point y est situe infiniment pres de ce 
point sur la meme branche de courbe, et coincidence impropre- 
ment ditq celle qui so trouve dans le cas contraire. D'apr^s cc 
qui precede; en consequence de cette definition, on a la proposi- 
tion que les coincidences impropi'ement dites reunies aux coinci- 
dences proprement dites forment sur J = o un sjstcme complet 
de points d' intersection. Si done nous d^signons par G le nonibre 
des premieres, le nombre 

C-h G=: /ir — y -h ns — y -h y[(n — i) (/i — 2) — ar/] 4- G, 

d indiquant le nombre des points doubles def= o, doit ^tre divi- 
sible par n, c'est-^-dire que Ton a G = ayrf. 

Dans tout point double de f tombent par consequent ay coinci- 
dences improprement dites, et il y en a de meine yi{i — i) dans 
tout point multiple d'ordre i h tangentes separees. 

En effet, pour 7 = 1, le premier membre de (ai) est nul au 
degr^ I — I de multiplicity en tout point de y multiple dWdrei. 
Pour reconnaitre ce fait dans (ay), il suffit d'observer a Tegard 
d'un point double x Ae f que Texpression (aiix)*a""*^i""^ devienl 
en un tel point proportionnelle k uj. 

On peut se rendre compte directement et ainsi qu'il suit de la 
mani^re dont se comporte aux points singuliers de/^la courbe qui 
traverse les points de coincidence {*), courbe que nous appellc- 
rons bri^vement dans ce qui suit courbe de coincidence, au cas ou 
les courbes cp correspondant k x ont en x =^ un point multiple 
dWdre 7. Si x s'approche d*un point double de y sur Tune des 
branches de cette courbe (avec laquelle la courbe correspon- 
dantef a toujours y points d'intersection en j:=j ), la courbe f, 
lorsque x arrivera au point double, poss^dera encore en xy autrcs 
points d'intersection avec Tautre branche de f passant par le point 
double, en sorte qu'il se pr^sente y coincidences impropreraeol 
dites. La m^me chose a lieu si x arrive au point double sur celte 



(*) Le fait que ce mot a ^te employ^ dans un autre sens (p. 109) ne peut donoer 
lieu k aucune m^priso. 
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autre branche, et nous avons en fait 27 coincidences impro- 
prement dites r^unies, comme cela doit ^tre. 

Gonsid^rons ensuite le cas oii le point de y valeurs en x =>y 
prend naissance par contact. Ici nous pouvons toujours nous 
figurer les courbes (p qui correspondent aux points x comme d^ri- 
vant d'une vari6t6 doublement infinie de courbes du 5**"' ordre, 
dont chacune rencontre la courl>ey= o en 7 — i points cons^cu- 
tifs, pr^cisement par la condition qu'une telle courbe ait encore 
un point voisin en commun avec f. Alors ^ chaque point x 
correspondent les autres ns — y points simples d'intersection y 
d'une courbe de cette espece avecy) points dontaucun en general 
n'est situ^ aux points doubles. D'autre part, par tout point y 
passe un nombre simplement infini de courbes appartenant au 
SYst^me doublement infini dont il vient d'etre parl^, courbes dont 
chacune rencontre la courbe y* en y — i points voisins, et cela en 
un point non situ^ en y\ mais parmi elles figurera un nombre 
fmi de courbes coupanty* en y points voisins. Au point y corres- 
pond done une courbe qui traverse les points de contact ainsi 
signal6s de la courbe mentionn<^e en dernier lieu, c^est-4-dire la 
courbe de coincidence (p. 162) d'une correspondance a point 
de y — I valeurs. Or, une correspondance de cette espece a, 
comme nous le verrons incessamment, y(y — 1) coincidences im- 
proprement dites en tout point double de/*, et, par consequent, 
en chacun se trouvent y(y — i) points d'intersection de la courbe 
qui correspond k y. Si done une correspondance a en x =y un 
point de y valeurs provenant d'un contact du[y — iy*"« ordre, et 
si les courbes qui correspondent hx ne passent pas par les points 
doubles de J, neanmoins, pour chaque courbe appartenant ci un 
point y^yi^y — i) points d'intersection coincident av^ec chaque 
point double dej\ autrement dit, nousai^ons une correspondance 
a points fixes. 

Nous avons pour le moment exclu de notre exam en les corres- 
pondances de cette nature. Relativement k elles, nous d^montre- 
roos plus tard ( * } le th^or^me suivant, dont, en attendant, nous 
ferons it^rativement usage et que nous ^nongons ici pour ce motif: 

Si dans une correspondance ayant un point de y ^valeurs 

(^) Voir la Section relatiTe aux transrormations uniToques, t. Ill de ces Lemons. 

1 1 . 
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en x^^y ilj a, en un point simple fixe de fy a points d' intersection 
pour chacune des courbes qui correspondent it x et x points 
d' intersection pour chacune des courbes qui correspondent a r, 
ily aura en ce point a H- t coincidences improprement dites, et, sile 
point fixe est un point double defi, il j a en ce point a-f-T + ay 
coincidences improprement dites. Les coincidences proprement 
dites y au contraire, se determinent encore par la formule (la), 
pourvu que I' on entende par a, /3 les nombres des points mobiles 
qui repondent ax ou hy. 

Nous supposerons maintenant que a points d'inlerseclion des 
courbes qui correspondent k x soient situ^s en un point double. 
Alors, y ^'tant ^gal k a (par contact en .r); la courbe qui correspond 
aj^ se determine, de la mani^re d^crite, comme courbe de coin- 
cidence d'une correspondance dans laquelle 7 = 1, or = a et aussl 
T=:a. Mais, pour celle-ci, a-|-T-i-ay= -1-2 (a -hi) coincidences 
improprement dites sont situ^es au point double; autrenient dit, 
dans la correspondance ouy= 2, 2(Gr + i) points d'interseclion 
de la courbe qui correspond kj sont situ^s au point double. Nous 
avons par consequent ici a = or, t = a(a-|- i), et, par suite, le 
nombrcM des coincidences improprement dites devient i/=3(a4-2). 
Pour une correspondance oCi y = 3 , il en r^sulte a = o", t = 3 (a-h^), 
d'oii M= 4(^"H3). En continuant cette mani^re de raisonner 
(et concluant de y ^ y -|- i), on trouve plus g^n^ralement, si Tod 
donne a = a, 

Si done J dans une correspondance A point dey valeurs en j:=r> 
pour la courbe correspond ante a x qui a en x un contact du 
(y — 1)«^'»^ ordre, a points d' intersection fixes tombent en un 
point double de fy il y a en ce point, pour chaquc courbe 
correspondant a jy y[cf-^y — i) points d' intersection fixes ^ et 
il s'y trouve (y-f-i),(^H-y) coincidences improprement dites. 
Pour a = o, en r^sulte le th^ordme 6nonc6 plus haut ; on demontre 
aussi de m6me le suivant : Si dans la correspondance citee pour 
la courbe correspondant a x, a points d' intersection tombent en 
un point simple fixe de fy iljr a en ce point ya points d' inter- 
section fixes pour chaque courbe correspondant h y et (y-4-i,^ 
coincidences improprement dites. 
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Si d'un autre c6t£ nous faisons arriver le point x ft un point 
double de /*, il ne lui correspondra d^abord aucune courbe deter- 
minee, puisque I'expression ^{jo^y) deviant nulle independamment 
des y. On obtient done une courbe delermin^e seulement si Ton 
fait un choix entre les deux directions d^avancement possibles 
de X sur f et si en conformity Ton pose x •+- dx k la place de x 
dans ^{xyy), A a point double comme point x correspondent 
done deux courbes completement differentes, dont chacune a un 
contact du {y — i)'^'^^ ordre ai^ec une branche de f, Quelques 
exemples pourront servir k eclaircir la chose. 

On demande d'indiquer la correspondance (f = o en vertu de 
laquelle h tout point x repond celle des courbes d'un reseau du 
^iime ordre quitouche en ce point la courbe fz=z o. Soient a^ = o, 
aJ^=.o,aJP r=zo trois courbes quelconques du reseau; il faut 
d'abord 6liminer x^X^jx entre les trois Equations 



xa^ 




-h >«:;« -H ,x«;- - 0. 


xaj* 




-f- >ay'» -f- ft«';" =r O, 


xa2*" 


*«rfa: 


+ W--««'^,-f-u«7-i«-^,_o, 



puis eliminer du r^sultat les quantit^s dxt au moyen des rela- 
tions a"~"*arfx== o, /rete=o. Au moyen de quelques transforma- 
tions identiqueSy on a alors k s^parer encore un facteur hx pour 
obtenir enfin le resultat 

^x L V ) X ^x ^y ~*~ \^^ * J ^x ^x * r 

[accK jctjg a^ a^, J — o. 

On verifie facilement aussi a posteriori I'exactitude du resultat. 
L'^quation repr^sente en effet, par rapport aux variables j^, dans 
tous les cas, une courbe du reseau; si dans cette Equation on 
pose j^ = X, il se s^pare en fait, k cause de Tidentit^ (* ) 

( a aloL^ ) OLx -f- ( «aa' ) a*^ -f- ( rz «"a ) a^ == ( aa'a" ) a^, 



(^) Du theoreme (p. loa) d'apr^s lequel les courbes d'an reseaa qui passent par 
un point de la jacobienne de ce reseau se touchent toutes en ce point, il resulte que la 
conrbe ^ qui repond a un point d'intersection x de la jacobienne avec / a en x un 
point double et non, par suite, un contact propremcnt dit; ce que Von verifie aussi 
directement. 
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un lacteur aj, et de m^mCy si Ton pose j^ = x -h dxy un fac- 
teur a"~*adjc^ comme cela doit lire. Mais T^quation peut ^Ire 
consid^ree comme une fonclion lin^aire des grandeurs a^'^aiy el 
de la r^sulte que toute courbe r^pondant k un point j^ passe n^ces- 
sairement en fait par les points doubles de /^ ainsi qu41 a ete 
aflirm^. 

II peut naturellement arriver aussi que le point de y valeurs 
provienne de ce que la courbe fa en x = y un point multiple 
dont les branches individuelles ont avec la courbe un contact uni- 
on multiponctuel. Ccs cas peuvent £tre envisages comme des com- 
binaisons de ceux qui viennent d'etre trait^s. 

Faisons maintenant degenerer le point double def en un point 
de rebroussement. Aiors les considerations pr6c6dentes conservent 
leur exactitude en tant qu^il s^agit des coincidences improprement 
dites. Mais, dans un point de rebroussement, deux points confondas 
ensemble doivent toujours ^tre consid^r^s comme situ^s sur le 
/7iem<? element de courbe; done, les coincidences qui tombent en 
un point de cette nature doivent ^tre partiellement consider^es 
comme coincidences proprement dites, de sorte que le nombrc C 
dans ( I a ) doit encore subir une reduction si Ton demande le nombre 
des coincidences proprement dites non situees aux points singuliers 
def. Nous donnons dans ce qui suit quelques exemples relative- 
ment a la determination de cette reduction. 

Admettons que les courbes (f aient en a: =:j^ un point multiple 
d'ordre y\ il en sera de m^me si x est un point de rebroussement, 
et, en general, les tangentes du point multiple sont distinctes de la 
tangente de rebroussement. Le hombre des coincidences propre- 
ment dites situees en x est alors ^videmment ind^pendant de la 
correspondance speciale et peut, pour le mdme nombre 7, ^Ire 
determine sur un exemple quelconque. Or, dans le voisinage dex, 
nous pouvons remplacer la courbe a point multiple d'ordre 7 par 
ses 7 tangentes. II noussuffit done de determiner le nombre dont il 
s'agit pour le cas oij les courbes 9 qui repondent ^ a: se decom- 
posent en 7 lignes droites. Conslderons dans ce but la correspon- 
dance [7(71 — 0»y('* — OJt' qwi met en relation avec un point de/ 
les 7 (/I — i) intersections des tangentes que Ton peut menerdecc 
point k une courbe quelconque de classe 7. Le nombre des coin- 
cidences proprement dites doit etre egal au nombre des tangentes 
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communes des deux courbes, c'est-a-dire k 

ky = y[n[n — i) — id — 3r], 

ky d, r ayant k regard de la courbe f les significatioiis connues. 
Mais notre formule de correspondance donne le nombre 

et nous avons ici k apporter encore une reduction de yr pour 
obtenir le nombre hy. Si done le point de y valeurs en x =j 
prend naissance par suite d'un point multiple d'ordre y des 
courbes (f, y coincidences proprement dites sont absorbees en 
cltatfue point de rebroussement. 

Si, au contraire, le point de y valeurs prend naissance par 
contact, on pent encore, pour 7=2, remplacer les courbes ^ dans 
le voisinage de x par des lignes droites et determiner au moyen 
des formulas de Pliicker la reduction qui survient alors. C^est plus 
tard seulement que nous trailerons le cas g^n^ral ( * ) dans la sup- 
position oik les courbes f qui r^pondent k x sont s^par^es d^un 
systeme y fois infini de courbes pr^cis^ment par la condition du 
contact. U parait ndanmoins diflEicile de donner des regies tout a 
fait g^n^rales. Ainsi, par exemple, des exceptions interviennent si 
les courbes <f qui r^pondent ^ x et celles qui r^pondent ky passent 
par un point de rebroussement de^*, comme le montre Texemple 
suivant. 

Determiner le nombre des tangentes que Von peut mener d'un 
point de rebroussement a la courbe J'. — Les points de contact sont 
les points de coincidence d'une correspondance (n — 3, 71 — 3)i 
ayant un point fixe comptant doublement au point de rebrousse- 
ment pour chaque courbe y(c'est-^-dire pour les droites passant 
par le point de rebroussement). Le nombre des coincidences pro- 
prement dites est, par consequent, si d'ailleurs (pour abreger) on 
ne suppose pas d^autre point de rebroussement sury ( d*ou /• = !), 
egal k 

2/1 — 64-2/7=/- — 3. 

D'un autre cdt^, ces points sont les points d'intersection ayecj* 

(') ^oir la fin de cette Section. 
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de la premiere polaire du point de rebroussement non situ^s aui 
points doubles de^. Mais, pour celie-ci, six points d*intersectioQ 
avec / sont situ^s au point de rebroussement, c'est-i-dire trois 
de plus que pour un p6le quelconque ; nous obtenons done encore 
^ — 3 autres points d'intersection, et, par consequent, iln'ya dans 
un point de rebroussement aucune coincidence proprement dite. 
Nous allons maintenant, dans ce qui suit, donner une serie 
d^exemples et d* applications de formules de correspondance, el 
nous apprendrons k connattre en m^me temps diiT^rents th^oremes 
importants par eux-m6mes et une generalisation de ootre formule 
de correspondance. 

1** Comme exemple relatif a la formule (i3) donn^epour (oj^), 
nous prendrons le suivant. Soit donn^ un faisceau simplement 
infini, coupant C/i en un certain nombre de points fixes et en M 
points mobiles parmi lesquels peuvent se trouver les points x eij : 
on demande de determiner les couples de points d'intersection Xy 
y qui sont p6les conjugues relativement k une conique fixe quel- 
conque. Un couple de cette esp^ce doit satisfaire simultanement a 
la correspondance 9 = (M — i,M — i)j entre les points d'inter- 
section mobiles et a la correspondance <^ = [n^ /z)o entre un point/ 
de C/2 et les n points d'intersection x des polaires de j^. On obtient, 
par suite, 

^(y/)=«(M-.) 

pour le nombre des couples cherches (le facleur - ^ cause de la 



jymetrie ) 



2° Nous allons faire k present usage de la formule (12) pour 
parvenir au theor^me dej^ enonce plus haut sur I'idenlite du genre 
de deux courbes lieesTune aTautre par une relation k determination 
unique. Nous poserons tout de suite en general cette question : 
Quelle est la dependance du genre {j^)) d'une courbe G relativement 
au genre p' d'une courbe 01 si ces deux courbes sont liees Tune a 
I'autre de telle maniere qu'^ tout point P de C correspondent 
Off points P' de Q et k tout point P' de C x points P de G (*). 

*^ — ■ - - - I ■! I ■ ^— ^^^ 

(*) Voiry poup ce qui suit, Zeutben, Nouvelle demonstration de the'orimes sur Us 
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Nous d^signerons par j^ eij' le nombre des coincidences de deux 
points qui correspondent respectivement sur C et G au mdme point 
de Tautre courbe, en ne comptant pas les coincidences provenant 
des points doubles des courbes. Nous admettrons qu'il arrive zfois 
(sur chaque courbe ) que simultanement deux points correspondant 
a un point P coincident en P' et que r6ciproquement deux des 
points correspondant i. F soient confondus en P. Nous supposons 
d'ailleurs que les courbes C et G aient seulement des points doubles 
et pas de point de rebroussement. Actuellement, pour la determi- 
nation des points j^ et z sur C, nous avons une correspondance 

[x'(x — 1), x'[x — OV* 

A cbaque point P de C correspondent en effet od points F de C^ 
puis k chacun de ces points x points Q sur C dont Tun se confond 
avec P(ce qui fait en tout, par^ns^qnent, jf points), et ainsi prend 
naissance la correspondance cit^e qui, en vertu de notre notation, 
^ jr-\-'kz points de coincidence, car chacun des points z comme 
tel compte deux fois, en tant que deux points Q se confondent 
avec P. On a done 

y -^ 7,z=i 7,x' [x — i) -h 7.x' p^ 

y-k- 2ZZZ21X (jc' — i) -H 1.x p\ 

d'ou, par soustraction ( ' ), 

r —y = 2^ (^ — 1) — 2x(/>' — l). 

Entre deux courbes telles qua un element de la premiere 
repondent x elements de la seconde et b. un element de la seconde xf 
elements de la premiere, dont I'une est du genre p, V autre du 
genre p\ et qui ont respectivement y et j' points de coincidence ^ 



furies de points correspondants sur deux courbes {Math, Anneden, t. Ill, p. i5o). — 
Pour les considerations du texte, on doit supposer que la relation k determination 
multiple des deax coarbes estrealisee aa moyen da systeme complet des intersections, 
car c'est a cette condition seulement que le principe de correspondance peul dtre 
applique tel quel. La demonstration donnee par Zeuthen k Tendroit cite est indepen- 
dante de cette supposition ; le resnltat est done vrai d'une maniere (jenerale. 

(*) Les m^mes Equations sobsisteront, du reste, en cas de survenance de points de 
rebroussement, pourvu que par y ovLjr' on entende Vensemble des points de coincidence 
proprement dits {yoir plus baut). 
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existe la relation ( * ) 

^ — .r' = 2a:'(;7 — l) — 2.r(/>'— 1). 

Pour X = x/= I , d'ouj^ =j'== o, nous avons en particulierp = p , 
et Ton obtient le th6or^me suivant dont T^lude individucUe nous 
occupera encore plus tard : 

Deux courhes liees I'une a I' autre par une relation a determi- 
nation unique appartiennent au meme genre. 

3^ Nous pouvons ensuite, k Taide de la formule de correspon- 
dance, r^pondre k la question de savoirquel estle nombredes courbes 
d^un syst^me qui ont un contact d*ordre ^lev^ en certains points 
avec une courbeydu genre p (^). Les correspondances que Ton 
rencontre alors sont toujours, d'apr^s ce qui pr^c^de (p. i63), des 
correspondances k points fixes; mais, dans la determination des 
coincidences proprement dites, d^apr^s la r^gle donn^e k Tendroil 
cite, il y a lieu de tenir compte seulement des points d^ntersection 
mobiles des courbes <f{x, j^) = o et f= o. Done, lorsque par ia 
suite nous consid^rerons des syst^mes de courbes dependant li- 
n^airement de q param^tres, tons les points simples ou doubles de/ 
peuvent individuellement dtre communs k toutes les courbes du 
syst^me sans que nos formules en soient influenc6es ; car celles-ci 
apparaissent comme ne dependant que du nombre M des points 
d^intersection mobiles. Nous supposons d'abordici que y*n*ait pas 
de points de rebroussement. 

(*) Si ]*on prend en particulier x^ = i , d*oiky = elp=p', il vient 

y=2(/>— i) — ax(/>— 1). 

Or, paisque^ est toujours necessairement un nombre positif, on a aussi;r = i (si 
d'ailleurs/7 est different de 1) ; et de la resulte ce theor^mc : Si deux courbes du nime 
genre p"^ I ont entre elles une relation telle qua chaque point de la premiere 
corresponde un point de la seconde, cette relation est aussi n^iproque, A I'aide des 
principes de Riemann, Weber a aussi donne une demonstration directe de cette 
proposition (Journal de Crelle, t. 76, p. 3^5). — Le eas de /f = 1 a besoin d'un 
^claircissement special : il est relatif k la transformation des fonctions elliptiquei. 

(*) Les formules relatives a cette question (dans le cas de r = o) ont d'abord ite 
etablies par DE JoNOUi^AES, iSur les problkmes de contact des courbes algibriques {Jonrnel 
de Crelle^ t. 66; 18G6); elles ont et^ etendues aux courbes k points do rcbroussenent 
par Caylet, Philosophical Transactions^ t. CLVIII, p. 109; 1868. ^oir aussi Biscoorr, 
Journal de Crelle, t. 56. Des demonstrations ezactes de cos formules ont ele donnees 
par Brill, Math. Annalen, t. VI, p. 46. 
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Soil d*abord un faisceau de courbes (^ = i). Par tout point x 
dey passe une courbe de cc faisceau coupaniy en M — i autres 
points j^. Nous avons par suite une correspondance (M — i , M — i )^ ; 
et le nombre a des courbes tangentes est 

air=a(M— l)-f- 2/1=: 2(M +/? — l), 

en ne comptant pas les courbes tangentes en des points ^xe^ 
situ^s sur Cfl ( * ). 

Si nous prenons un r^seau de courbes a M points d^intersection 
mobiles, d'oiJi y = 2, il y a une courbe du syst^me tangente en 
un point quelconque x de C;,, car une telle courbe est d^termin^e 
par deux points (ici successifs). Cette courbe d^coupe M — 2 points 
correspondants^. D'autre part, par tout point j^ passe un faisceau 
de courbes du r^seau ayant M — i points d*intersection mobiles, 
et parmi elles, d'apr^s ce qui a ^t^ dit plus haut, il y a a^ — 2 
courbes tangentes; car le nombre ai se transforme en a, — 2 si 
Ton rcmplace M par M — i . Nous avons y = 2, car il existe en 
outre deux courbes infiniment voisines et tangentes en y m^me. 
Nous trouvons ainsi entre les points de contact x et les autres 
points d'intersection^ des courbes une correspondance 

(M — 2, «!— 2),. 

// existe done dans le reseau 

a, = M — 2 -!- «! — 2 H- 4/^ = 3 ( M 4- 2/? — 2 ) 



(*) L'^uation da faisceatt ^Unt donnee par a[^" + Jla^ = o, la correspondance 
sur/ est determin^e par 

9 = ^x Py =» <»x **j- — «x «/ = O. 

Si niaintenant on considire que, sous forme non symboliquc, 

•^ \dx.dr, dx^djrjdx, \c^x,4r, dx.djrjdx, 

\dx,djr^ dx^djrj dx^^ 
on Toit que les points de coincidence seront determines par la courbe (p. i54]: 



m 
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courbes osculatrices [secantes en trois points successifs) (*). On 
peut d'une mani^re idenliqueconclure de^ a ^ +i, et Tod parvient 
k cc th^or^me : 

Dans un sjsteme lineaire qfois injini de courbes coupant une 
courbe C„ sans point de rebroussement en M points mobiles, iljr a 

a^=(7-Hi)(MH-7/?~^) 

courbes qui rencontrent C/j e/i y + 1 points voisins {ay ant un contact 
d'ordre q). 

Si les courbes du systeme sont du m*^*"' ordre etne sont assujetties 
a aucune condition, nous avons en particulier a poser M=izm, 

y= -/7i(m-f-3). II existe done, par exemple, sur une courbe C* 

sans rebroussement, 

12/1 -H 3o(y? — i) 

points dans lesquels une conique peut avoir un contact du cin- 
quieme ordre ( ^ ) . 

4** Pour determiner ensuite le nombre des courbes d'un r^seaii 
qui touchent Cn en deux points s^par^s, il est n6cessaire de g^n^- 
raliser d^une certaine mani^re la formule de correspondance. Nous 
avons jusqu*ici toujours suppose que les courbes C5>(x, j^) = o 
n^avaient avec la courbe y, au point j:=j^, qu'une intersection 
comptant une seule fois. Or, il peut arriver que ces courbes soi3nl 
par exemple tangentes en un point k un certain degr^ de multipli- 
city, et secantes a un degr^ multiple dans les autres. Nous ne 
ferons que mentionner ici bri^vement ces cas compliqu^s ('). On 
d^montre d^abord (comme nous I'avons fait plus haut pour la for- 
mule 7 = ^) (p. 149) Ic th^oreme suivant : 

Si, parmi les points mobiles y correspondant a un point j/, se 



(*) Une courbe traTersant les points d'osculation a et^ donn^e par Brill, Math, 
Annalen, t. Ill, p. /|5q. On pourra la deduire de Tequation 4o ci-dcssus, p. 160, u 
Ton imagine la forme ^ {x^y) donn^e comme a la page i47> 

(*) Cayley a aussi fait connaftre une courbe qui separe ces points sur la courbe 
principale. 

(') Voir Catlet, Comptet renduSf t. LXil, 1866, et BaiLL, loc, cit. 
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rencontre un point y de i valeurs [c'est-h-dire un point dans 
lequel se trouvent reunis i points simples d' intersection) , red- 
proquement le point xf se comporte parmi les points x qui corres- 
pondent a y comme un point de i valeurs. 

Si maiDtenaiit a un point x, dans une correspondance k point de 
y valeurs en x =y r^pondent en g^n6ral |3' points y de i' valeurs 
(non situ^s en x), (j' points y" de i" valeurs, etc., d'oii en tout 

points j^, ontrouvera, d'apr^s le th^or^me cit6, pour chaque point 
y^^\ un certain nombre a^^^ de points x^^^ qui lui correspondent au 
degr6 de multiplicity p, de telle sorte quele nombre total des points 
X correspondant k un point j^ est ^gal k 

Lc nombre des points de coincidence de la correspondance 
(a,P) qui prend ainsi naissance est, d'apres la formule de 
correspondance (i2),C = a-HP-l- ^7/^> cest-h-dire que Von a la 
relation 

/'(C'~ «'- J3') + *"{€'-. a"- p")-^.,,z=z'xyp 

si O?^ indique combien de fois une coincidence se produit entre 
un point x^^^ ou y^^^ de i^^^ valeurs etle point de y valeurs j^ =: x, si 
par consequent Ton pose 

C = /'C'-+-rC'^-l-/*C'^+.... 

Uexemple le plus simple d^application de cette formule est 
fourni par la determination du nombre des tangentes doubles de 
la courbe^*, ou, en g^n^ral, par la determination du nombre des cour- 
bes d'un r^seau k M points mobiles sur^* tangentes en deux points 
differents de C/i. Par tout point x passe un faisceau de courbes k 
M — I points mobiles d'intersection dans lequel, d'apres les nota- 
tions precedentes, se trouvent «! — 2 courbes tangentes (car le 
nombre precedent a^ est diminu^ de 2 si Ton y ecrit M — i ^ la place 
de M). Ghacune de celles-ci coupe C/j en un point de deux valeurs 
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et en M — 3 points d'une seule valeur. Nous avons done 

D'ailleurs C''= aj est le nombre (d^j4 connu pour nous) des 
courbes osculatrices, tandis que C'= aan indique le double du 
nombre cherch6. Si done nous supposons la courbe y d^pourvuc 
de points de rebroussemenl, nous trouvons pour le nombre des 
courbes doublement tangentes du reseau 

aii=:(ai— 2) (M — 3) — a,+ (aj— 2) -f- (M — a) -f- (a, — 2)/?. 

Mais nous pouvons aussi trouver de la m^me manidre le nombre 
aiq des eourbes d*un syst^me lin^aire q fois infini a M points d'in- 
tersection mobiles tangentes en un point a un degr^ q de multipli- 
city et siraplement tangentes en un autre point. On obtient 

«I7 = 2 (a^ — 7 — I ) (M — ^r — 2) 

pour faire eoncorder nos notations avec celies de Brill nous devons 
poser a^ =: [y]j, et ai^ = [i, ^]y. Notre derni^re Equation devient 
par 1^ 

[l, q\= 2[<7]m-i(M — 2 — 7) - (^r -h i) j[i7 + i]j,— [7]j,_i 

— (M— I— <7)j-h2/7[y]M-|. 

On pent d^une mani&re tout a fait analogue ^tablir une formule 
apprenant k former le nombre [^, yjn au moyen du nombre 

et une generalisation ulterieure donne finalement une formule de 
recursion pour le nombre [7,^, •••ty^'^jii; c'est-i-dire pour le 
nombre des courbes d*un systeme lin^aire de multipliciie 

q-¥ 7' 4-...+ 7^P> (•). 



(*) Le nombre a* se determine ainsi qu'il suit. En tout pointy est tangente une 
courbe da reseau. Or celle-ci compte double dan8|l*ensemble des a, courbes da 
rtoeau passant par^^ qui touchent/; par consequent, de fait, cbacun des autres M ^) 
points d'intcrseclion avec / doit 6tre compte conime point xf de deux raleun 
correspondant a^, ainsi que Texige le theoreme ci-dessus. 

(*} Les formules de recursion trcs compliquees donndes par db Jo:iQOiftKU et Biill 
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Pour finir, nous reviendrons encore une fois sur les formules 
relatives aux nombres a^^ parce que leur 6tude attentive conduit 
a des relations g^om^lriques dignes de remarque entre certains sys- 
temes de courbes. Nous apprendrons Ik k connaitre une loi de 
reciprocite ( * )qui doit dans un certain sens ^tre consider^e comme 
une generalisation du principe de duality. 

Soient donn^es d'abord deux correspondances (f[x,j)=o et 
^{Xyy) = 0; soit 4>= o, la courbe de coincidence (p. i6a) de 9, 
¥ = o celle de^\ supposons ensuite que 9 et ^j; soient ^galement de 
I'ordre r par rapport aux x, de I'ordre 5par rapport aux j^ et n*aient 
aucun point de coincidence commun. Nous consid^rerons le sys- 
teme lin^aire de correspondances cp -f- X^p = o. Tout point de f 
sera alors un point de coincidence d'une correspondance du systeme, 
et d'une seulement. Si, en eflfet, deux correspondances du syst^me 
devaient avoir un point commun de coincidence, ce dernier serait 
evidemment un point de coincidence pour toutes les correspon- 
dances du systdme, et, par consequent, aussi pour (p et ^, ce qui est 
en contradiction avec rhypoth^se. II suit de la que par chaque 
point dey il ne passe 'qu'une seule des courbes de coincidence 
appartenant au systeme 9 + Xv|> = o, c'est-a-dire que ces courbes 
forment le faisceau 4> -H XV, ou, en d'autres termes : L^ equation 
de la courbe de coincidence d'une correspondance cp(j:,^) = o 
est lineaire par rapport aux coefficients de (f; a un systeme 
lin^aire de correspondances repond done aussi un systeme lineaire 
de courbes de coincidence. C'est ce que confirment les deux 
examples que nous avons calculus ci-dessus (cas dey=ietde7=:i). 

Maintenant, dans le systeme f + Xi]; = o, seront comprises un 
certain nombre de correspondances pour lesquelles deux points de 
coincidence se trouveront infiniment voisins, et ce sont pr^cis^- 
mentcellesdont les courbes correspondantes de coincidence faisant 



peuvent kite remplaeees par des formules directes relatirement simples au cas ou le 
systime liaeaire de courbes depend uniquement de points fixes de la courbe primi- 
liTe, et oh toutes les courbes qui en font partie sont adjointes de cette dernidns. 
Cea formules directes ont ei& d^uites par M. Likdemanii de la theorie des fonc- 
tionsO; Yoir Btrichte der naturforsckenden Gesellscha/t zu Freiburg in Br,f t. VI I, 
p. 273. 

(*) Foir Brill, Math, jinnalen, t. IV, p. 537. La loi de r^iprocite qui ya 6tre 
deTeloppee peut aussi se deduire de la theorie des fonctlons 6. Foir Liiidbiia:<n 
{loc. cit,). 
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partie du faisceau 4> -4- XY = o touchent la courbe /*= o. Mais 
nous coonaissonsy d'apr^s ce qui pr^c&de (p. 161), Tordre des 
courbes 4> et V, et aussi, d'apr^s la formule relative k «!, ie 
nombre de cos courbes tangentes du faisceau, et, par consequent, 
le nombre des correspondaaces ayant le caract^re pr^cit^. 

Dans Tapplication ult^rieure de ces d^veloppements, la re- 
marque .suivante sera encore utile. Pour le nombre osg des courbes 
d'un syst^me lin6aire(^) ^ fois infini a M points d'intersection 
mobiles y qui ont un contact d'ordre q^ nous avons trouv6 plus 
haut la valeur (p. 172) 

En posant ici M — i k la place de M , c*est-^-dire en consid^- 
ranl un systeme de courbes de la m^me multiplicity a M — i 
points d^intersection mobiles seulement, on reconnait qu^il n'y a 
dans ce systeme que a^ — (^-Hi) courbes ayant un contact 
d'ordre y. La courbe du systeme qui a un contact d'ordre q au 
point fixe lui-mdme compte done q -hi fois parmi I' ensemble des 
courbes dont le contact est du meme ordre, 

£tant donn^es actuellement ^ -H i courbes ?0)^i)92> • • • » 9^, nous 
consid^rerons le systeme q fois infini 

dont les courbes individuelles coupent la courbe f en M points 
mobiles (et en outre en a points fixes simples ou doubles de/). 
Paries points de contact des courbes du systeme q — i fois infini, 

qui ont un contact d'ordre q — 1 , faisons passer une courbe 4>o 
(qui sera, par suite, la courbe de coincidence d'une correspon- 
dance entre un point de/ et les points dans lesquels une courbe 
du sysl^me passant par ce point a un, contact d'ordre q — i). Par 
les points correspondants du systeme 

faisons passer une autre courbe 4>|, etc., de mani^re k obtenir en 

(*) Par systime, on doit tonjours entendre ici un systeme lin^aire. 
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tout 1/4-1 courbes 4^o>^i > *2> • • • > *^« Une combinaison lin^aire 
des ^ 4- I sysl^mes q — i fois iDfinis ainsi d^termin6s des f donne 
alors sury uae correspondance qui se compose lineairement (*) 
des 17 4- 1 correspondances cities (c'est-4-dire d^terminaDt les4>)y 
et, par consequent, leur courbe de coincidence se compose de 
meme lineairement avec les 4> suivant le th^or^me precedent. A 
TeDsemble des syst^mes q — i fois infinis que renferme le syst^me 
donn^,^ fois infini des 9, correspond ainsi un syst^me lineaire q fois 
iofini de courbes 4>. Dans ce dernier, choisissons de nouveau un 
syst^me q — i fois infini 

(I) *|4-pi*,4-. . .4-f)^_i*,,= 0. 

A chaque courbe de celui-ci correspond un syst^me q — i fois 
infini d^termin^ de courbes op, el pr^cis^menl un syst^me compre- 
nanl la courbe foi car les systemes r^pondant respectivement aux 
courbes 4>j , 4>,, . . . , 4>^ renferment individuellement la courbe 90- 
Maintenant, dans le syst^me (I), il y aura un certain nombre de 
courbes ayant un contact d'ordre y — i [q points de section). A 
une telle courbe 4> doit alors correspondre un syst^me q — i fois 
iofini de courbes 9 pour lequel q des courbes ayant un contact 
d'ordre^ — i qui y sont comprises coincident; car k tout point 
d'intersection d'une courbe 4> avec ^correspond une courbe cp du 
sysl^me correspondant des 9, ayant en ce point tin contact 
d'ordre q — i . Parmi les systemes q — 1 fois infinis de courbes cy 
qui sont possibles dans le syst^me q fois infini donne et qui com- 
prennent la courbe 90^ figurent dans tons les cas ceux dont les cour- 
bes passent loutes ensemble par un point d'intersection de 9^ dcwecf 
(car cela donne une condition lineaire pour les q param^tres). 
Dans un tel syst^me, la courbe tangente d'ordre q — i , au point fixe 
lui-m^me, compte q fois d'apr^s une observation r^cemment faite. 
Parmi les points de contact des courbes 4> de notre syst^me q — i 
fois infini qui sont tangentes d'ordre q — i se trouvent par conse- 
quent dans tous les cas les points d'intersection de /*avec 9^; et 
en outre encore d'autres points (dependant uniquement de Ten- 
semble dest^ourbes 9) dont nous devrons nous occuper plus tard. 

(*) A un point X de / doit en efiet correspondre alors une courbe 9 du systeme 
q—-i fois infini ayant en ce point un contact d'ordre q — a, c'est-a-dire une courbe 
composee lineairement avec les courbes f, (f^oir ci-aprcs, p. 184.) 

Clbbscd. ' GionUtrie, II. 11 



178 TOXiS II. — Cn.lPITBE I. 

La reciprocite entre les courbes 4> et cp peut, d'apres cela, se- 
noncer de la maniere suii/ante[*) : Si Ton groupe les ^ + 1 
courbes y en y + i syst^mes de chacun q, et que Ton cherche les 
courbes d'un tel syst^me qui out avecyun contact d'ordre q — i, 
on pent faire passer par les points de contact une courbe 4> qui, en 
dehors de ces points, ne rencontre plusy*qu'aux points fixes des ^ 
et aux points singuliers. Chaque systeme fournit ainsi une courbe 4>, 
et ces courbes forment ensemble un systime de 9 -H i courbes. On 
pent de nouveau appliquer k ces derni^res la meme operation que 
Ton a appliqu6e aux courbes cp, et les courbes mobiles qui pren- 
nent ainsi naissance ne sont autres que les courbes f dont on esl 
parti. 

Avant d'aller plus loin, ^claircissons ceci par un exemple. Sup- 
posons que Ton ait ^ = 2, et, par consequent, le r^seau 

Nous formons les trois faisceaux 

yo-f->yi— O, yi-4- ,U3?,= o, y,-f-vyo=o. 

Dans cliacun d'eux il y a un certain nombre de courbes tan- 
gentes dont les points de contact sont traverses respectivemenl 
par les courbes 4>2 = o, 4>o = o, 4>| = o. Actuellement considerons, 
par exemple, la s^rie simplement infinie des faisceaux 

(?o-»- ^?i) + p(?i -^ P?i) = o, 

laquelle embrasse toutes les courbes du r^seau, mais les range 
seulement d'une maniere sp^ciale en ce que la courbe cpi est com- 
mune a tous les faisceaux. A un point x de/* correspond dans le 
premier faisceau la courbe yo('^)^i(/) — ^i {x)(fo{y) = o, dansle 
second la courbe 91(^^)92(7) — 9^{^)9i{y) = ^> P^^ consequent 
dans le r6seau (d'apres notre arrangement) le faisceau de courbes 



(*) Dang la marche saivie par Brill (loc.cie.)^ ces theoremes apparaissent comme 
des applications d'un theordme sur les determinants, d'ailleurs important, mais 6ur 
lequel nous n'insisterons pas ici. 
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d^ou, en fail, une correspondance qui se compose lin^airemeDt 
avec les correspondances donn6es paries deux premiers faisceaux. 
Sa courbe de coincidence est, d^apr^s cela, donn^e par 4>,-hp 4>o=: o 
(p. 175). Maintenant a une courbe tangente du dernier faisceau 
correspond un faisceau des (f dans lequel deux courbes tangentes se 
confondent, et qui, par consequent, ou bien a, comme il a 6i6 
d^crit, en un point d'inlersection de^ avec cpi un point fixe, ou 
bien renferme une courbe osculatrice du r^seau des (f. Si done 
nous d^signons la courbe de coincidence de la correspondance 

♦j(-'^)*o(r) — ♦o{'^)*t(r) = o 

par Xi = o, on a X| = 91 .L, L = o determinant sur y les points 
ou les courbes du r^seau ont une osculation. Or, ces points sont 
independants de Tarrangement fait par nous des courbes en fais- 
ceaux; on a, par consequent, aussiXt = 9s.L, X3 = f3.L, siX,=:o, 
Xj= o determinent les courbes tangentes des faisceaux 4>^-f- p ♦ 4 =0, 
^i-+-p4>j = o (il sera d^montre ulterieurement qu'aucun facteur 
constant ne pent se trouver k c6te de cfi, J29 fs dans le second 
membre). II suit de Ik que, dans tout faisceau compris dans le 
r^seau des 4>, il se rencontrera des courbes qui touchenty= o 
en ses points d^intersection avec L = o. Done, tandis qu^en un 
point quelconque de fune seule courbe du r^seau des 4> est tan- 
gente, il y a un nombre infini de courbes de ce reseau tangentes 
en chacun des points dont il a ete parie. Or, un point dans lequel 
cette circonstance se pr^sente est, comme on sait, situ^ sur la 
jacobienne du reseau (p. 102), et nous avons par suite ce theo- 
r^me : 

Les points oil une courbe du reseau des (f a une osculation a^^ec 
la courbe f sont situes sur la jacobienne du reseau des ^ ( * ) . 



(') Od peut aussi le demontrer directement par yoie algebrique; on trouye alors 
que L est la courbe de coincidence deja mentionnee plus haut de la correspondance 
qui determine les courbes osculatrices, y etant dgal k a (p. 173, note). Designant 
psr {fX'P) 1® determinant fonctlonnel des trois fonctions ftXt^ dlrise par le produit 
de lears ordres, on a, d'apr^s la note de la page 171, 

'^') *. = (/?.?.). *. = (/?.?.), *.=(/?.?.); 

12. 
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Ces relations se dessinent d'une mani^re tout k fait analogue 
dans le cas g^n^ral. Nous avons d'abord encore ici a montrer que, 
dans un syst&me q — i fois infini de courbes 4>y M seulement 
des courbes ayant un contact d'ordre q — i dependent de la ma- 
ni^re dont les q systemes q — i fois inGnis de courbes <p ont ^le 
choisis parmi la totality de ces courbes, tandis que les autres, au 
contraire, ne dependent que de Tensemble des courbes f , et nous 
nous proposons de montrer que ces autres courbes sontles appoints 
dans lesquels une courbe cp pent avoir un contact d^ordre q. Dans 
ce but nous ^tablirons les considerations suivantes : 

Un syst^me /f — i fois infini, compris dans le syst^me q fois 
infini des cp, est, en toute hypoth^se, determine par q courbes 
choisies arbitrairement dans le premier. Consid^rons maintenanl 

d'ou, en vertu des explications du texie, 

(3) (/♦.♦.) = f.I., (/*.•.) = ?.!-. (/♦.♦.) = P.L. 

On a d'ailleuro constamment, ainsi qu*il a ete obserT^ p. i65, les idontitea 

(/?>o?t)?t-t-(/?i?«)fo-«-(/?«fo)?i =(?«fi?»t)/; 

et, en faisant usajjc, on troiive, en vertu de (i) et (3), pour la determination deL, U 
relation 

ce qui demontre le theor^me du texte. On peut d'ailleurs montrer que L est toujoun 
une fonction eutiere. Nous supposerons que les courbes 9 soient de I'ordre m et, pour 
plus de simplicite, ne passent pas toutes par les points doubles de/. Alors les ^sont, 
d'aprds (1), de I'ordre 2m-^n — 3; L est, d'apres (3), de I'ordre 3(m-f-« — 3), cl 
par consequent du ro6me ordre que la courbe de coincidence de la correspondance 
consideree p. 166. Voir aussi p. 161, 

(J>) (/?.?i)p.Cr)H-(/fi?t)p.Cr)-f- (/?.?.)?! (r) = o. 

Parmi les points d'intersection de cette dernidre courbe avec /, y(yH-i) = 6 se 
trouvent rdunis en chaque point double de/( d'apres le theor^me sur les coincidences 
improprement dites, p. 164 ); mais au mdme point sont situes des points d'intersectioo 
en nombre egal de cbacune des courbes (/^^ ^,^) = o avec/, comme il resulte d*un 
theordme enonc^ p. 164 (car les courbes ^ comme courbes de coincidence psssent 
toutes par les points doubles et cuspidaux de /). La courbe (y^,^*) coupe done/ 
Bux m6mcs points absolumcnt que le produit ^|L, et peut, par suite, dtre representee 
sous la forme f,L-4-K/. Puisque L se comporte aux points singuliers do /comrae 
la courbe de coincidence de la correspondance (5), 11 en resulte que L est ia fonction 
calculee par Brill {Math. Annalen^ t. HI, p. 46^) (i^ P&r^ un facteur numdrique). — 
Los theoremes exprimes dans les equations (3), (4) relativement aux determinants 
fonctionnels se rattacbent a ceux donnes par Clebsch {Journal de Creiie, t. 69 et 70,. 
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un syst^me q — i fois infini de celle nature renfermant une 
courbe (f quelconque (comme y^), el, en outre, q — i courbes cp 
voisines les unes des autres et tangentes d'ordre q — i, c'est-a- 
dire s^cantes d'ordre y en q — i points $ de^ voisins les uns des 
autres (*). La courbe 4>, qui r6pond au syst^me ainsi construit, 
aura toujours en \ un contact d'ordre q — 2 avecy, mais elle cou- 
pera simplement la courbe aux autres points ou d*autres courbes <p 
de notre systeme ont avecyun contact d*ordre q — i. Si nous fai- 
sons actuellement avancer f sury, notre systeme q — i fois infini 
variera avec \j tout en renfermant encore cp©, et en particulier \ 
peut avoir une position telle que la courbe correspondante 4> soit 
tangente de Tordre q — i, c'est-a-dire s^cante d'ordre q, Dans ce 
cas, Dous avons dans le systeme en question des courbes f , non 
pas y — I, mais q courbes voisines, qui ont chacune avec f, aux 
points 5, un contact d'ordre q — i . Cette circonstance se pr^sente, 
d'apr^s ce qui pr^c^de, premierement aux points d' intersection 
de / avec 9^ (p. 176), deuxiemement aux a^ points ou une 
courbe (f peut avoir un contact d'ordre q, cette courbe comptant 
alors double. Mais le fait ne peut avoir lieu en d'autres points dey. 

En effet, une courbe <f , ayant quelque autre part un contact 
d'ordre y — i, ne compte toujours qu'une fois; un des sysl^mes 
q — I fois infinis compris dans le systeme q fois infini des 
courbes y est done compl^tement d^termin^ par q courbes voi- 
sines, et consequemment ne comprendra plus la courbe 90 dont le 
choix est entierement arbitraire. Done, dans les points de contact 
des courbes 4> du systeme q — i fois infini r^pondant k y© qui 
sent tangentes d'ordre q — i, sont uniquement compris, en dehors 
des points d'intersection de cpo avecy, les points OLq qui dependent 
de I' ensemble des 9. 

Mais ces points doivent ^tre compt^s q — i fois. En effet, 
puisque les 4>, conformement a leur definition, rencontrent /* 
en a^.i points mobiles, ct^.i ^tant ^gal, d'apr^s ce qui a et6 dit 
p. 172, ay[M-+-(y — 1)(/> — i)], ety^tantd'abord suppose n'avoir 
pas de points de rebroussement, on a pour le nombre Xq^i des 
courbes qui appartiennent au systeme (I) et ont un contact 



(*) On peut determiner des coorbes semblables en tout point de /, parce qu'une 
courbe f est pr^cis^ment determinee par q points (qui sont ici voisins). 
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d'ordre q — i la relation 

.1,^1=: i7[a^i-*- (^ — i) (/> — i)] = g«M -H i7(i7«— i) (/? — i). 

Ces points doivent ^ire situ^s en partie aux M intersections de cp^ 
avecyqui ne sont pas communes a toutes les courbes y (car par 
les points communs passent aussi les courbes 4>), en partie aux 
points aq\ c'est-^-dire que pour toutes les valeurs de M existe n^- 
cessairement la relation 

7»M H- 7 (<3f* — 1 ) (/? — I ) =: xM -4- ).(^ -h i) (M -f- ^/? — 7). 

Mais de la r^sulte x = i et a = 7 — i . c. q. f. d. 

Les Xq^\ points sont traverses par une courbe que nous desi- 
gnerons par Xoy et qui passe en outre par les points singuliers 
ainsi que par les points simples de J communs aux courbes ^, 
Nous nous proposons de determiner la maniere dont se comporte X| 
en ces derniers points. Nous le pouvons, d'apr^s un th^or^me pr6- 
c^dent (p. 164), parce que X© est courbe de coincidence d'une cor- 
respondance a point de q — i valeurs en x = J", correspondance en 
vertu de laquelle i tout point x r^pond une courbe 4> du systeme (I). 
Mais nous connaissons la m^ni^re d'etre des courbes aux points 
en question, puisqu'elles sont courbes de coincidence de corres- 
pondances en vertu desquelles a tout point x r^pond une courbe ^ 
ayant en ce point un contact d^ordre q — 2. £t en tout point double 
dej\ ou se trouvent a points d'intersection fixes, d'apres le theo- 
reme pr^cit^ et en observant que Ton a y= 7 — i, sont situes 
y (a -h <7 — 1) points d'intersection des 4>, et par consequent 

(11) qlq^tr-hq^l] ^ q ^ i]z=z q*<T -h q[q^— l) 

points d'intersection de Xq. Au contraire, en tout point simple 
dey dans lequel les 4> ont a points communs avec^, sont situes 
qa points d'intersection des 4>, et cons^quemment q^a points d'in- 
tersection de Xo. Or, il est facile de voir que dans tous les points 
d'intersection de X© avec / le produit 90^^"* s® comporte de 
mdroe, si L^=: o est la courbe de coincidence qui d^coupe les 
points aq. En effet, pour ces derniers il y a, d'apr^s le m^me th^o- 
r^me, (7-4-1)^ points d'intersection de L^ qui tombent en tout 
point simple de /* appartenant a I'espice pr^citee, et par consi- 
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quent 

points ({'intersection du produit 9oL!I~ • D'ailleurs, en tout point 
double dey oil se trouvenl a points d'lntersection fixes des (p, 
sont situ^s (y H- 1)(^ -f-7) points de L^ et par consequent, comme 
dans (11)9 

<r + ((y — i) ((7 4- 1) (<r + ^) = 7V -+- ^ (/y*— l) 

points de yoLJ"'; enfin, ce dernier produit passe une fois par les 
M points d'intersection de fo avecyet ^ — i fois par les points a^, 
comme cela doit 6tre. Si done C d^signe un facteur constant, nous 
pouvons (sous adjonction de^) poser (* ) 

(ni) x,=:C.f,.Ly. 

Mais le facteur C ne pent 6tre qu^un facteur num^rique, ou, en 
d'autres termes, nepeut plus renfermerles coefficients des courbes (p 
et f. Autrement, en efTet, son evanouissement exprimerait que 
dans le syst^me (I) il existe une infinite de courbes 4> ayant un 
contact d'ordre q — i (Xq ^tant identiquement nul); mais il fau- 
drail alors, ou bien que (fo eikt une infinite de points communs 
avecy, ou bien qu'il exist^t dans le systeme une infinite de courbes 9 
ayant un contact d'ordre q (d'oii L^^o). Mais ^videmment les 
deux conditions ne peuvent pas 6tre indiqu^esparl'^vanouissement 
d'une expression unique C. Done, puisque G est un facteur num^- 
rique, il doit, par raison de sym^trie, avoir la m^me valeur dans 
toutes les Equations qui se d6duisent de (III) par permutation 
de tfQ avec f i, 72; • • •> ^gi ^^ nous pouvons le faire entrer dans la 
definition des expressions X/; Xf, X2, Xj, . . ., X^ ayant un sens 
analogue k Xq. On a done les equations 



(IV) X, = T/-L? 



-1 



( * ] On reconDatt faeilement aussi qu'il y a concordance entre les ordres dans les 

deux membres, car (p. 161) L^ est de I'ordre (y-f-i) I oth- -(« — 3)y I (m desi- 
^ant Tordre de 9^,11 celui de/), et X, est de I'ordre 



l84 TOMB II. — CDAPITRB 1. 

La loi de r^ciprocite ^nonc^e plus haul est ainsi completemenl 
d^montree (p. 178). 

Cette m^me loi Irouve son expression dans la correspondance 
des nombres M et a^_i, c'est-i-dire, des nombres relalifs aux 
points d'inlersection mobiles des courbes (f et 4>. De toute relation 
entre les nombres M^ ar^_i et autres dependant des (fy on pent en 
deduire une seconde, en permutant M avee a^_i et les autres 
nombres avee ceux qui leur correspondent dans le systeme des 4>. 
En particulier se pr^sente ici la question de savoir quel nombre ^^ 
doit^treconsid^r^ dans ce dernier comme r^pondantan nombre a^. 
Les points aq sontconjointement avee les points de rebroussement 
dey(lesquels doivent 6ventuellement ^tre compt^s plusieurs fois), 
les points de corncidence proprement dits d*une correspondance 
dontlacourbe de coincidence est donn^e par L^ = o. Pour trouverle 
nombre j3^, il nous faut done former la courbe hq pour le sysl^me 
des 4> au lieu de celui des y. Nous allons montrer qu'ily a iden- 
tite entre cette courbe et la premiere courbe hq. 

La correspondance pour laquelle L^ est courbe de coVncidence 
associe k tout point x une courbe du systeme des courbes cp ayant 
sur ce point un contact d*ordre q — i et i tout point j" une courbe 
qui traverse sur yies points de contact de la courbe 9 tangenlc 
d'ordre q — i qui passe par j^, c'est-a-dire une courbe du systeme 4>. 
Cette correspondance sera done representee par une equation 
lin^aire par rapport aux. quantit^s <^{y)y et lin^aire par rapport 
aux quantit^s $(a:). Ax^tuellement, si Ton consid^rc un point x 
pour lequel ^^ s'^vanouit, la courbe 9, qui y est tangente d'ordre 
q — I, par suite de la definition de C>o> est n^cessairement une cooi- 
binaison lin^aire des fonctions 90 92> • • • > 7^ • ^^ d^autres termes, 
dans notre expression lineo-lineaire, 4>o sera toujours multiplier 
par 9oy tandis que les autres expressions $ ne peuvent avoir ce 
facteur. Si Ton consid^re ensuite un pointy de^ situ^ sur ^o* on 
reconnait de mdme que 4^o ne pent pas non plus se presenter 
multiplie par les facteurs fi, 92, • . ., 9^. De plus^ aucun facteur 
constant (aucun invariant simultan^ des 9 et de^) ne pent s'ad- 
joindre au produit 4^o9o- L'evanouissement d'un tel facteur aurait 
en effet pour consequence que dans Tequation de la correspondance 
ne figurerait plus de terme en cp© [y)' Done, en vertu de la correspon- 
dance, serait associee k tout point x de/*une courbe du systeme q — i 
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fois infini determine par 9f , 92 •••)??) ayant en ce point un contact 
d'ordre q — i ; or, la condition necessshre et suffisante pour que dans 
ce syst^me il y ait une infinite de courbes 9 tangentes d'ordre q — 1 
est ^videmment Tevanouissement identique de $0^ cette m^me 
condition ne peut done pas ^tre exprim^e par T^vanouissement 
d'un invariant. Le produit $0 ?o ne peut ainsi ^Ire multipli^ dans 
r^quation de correspondance que par un facteur num^rique, et a 
cause de la sym^trie il doit en ^tre de m^me dcs termes ^\<f\, . . . , 
^q^q' La correspondance demandce peut done ctre representee 
sous lajbrme ( * ) 

*o{-^) ?o(r) + ♦l(-'')?l{j) -+-••• *q['^)?q[x] = O- 

Si Von e tab lit la correspondance analogue pour les expres- 
sions^, on obtient absolument la meme equation; seulement les x 
et les j^ sont intervertis. On a, en effet, k ^crire 4>/ k la place de 9,-, 
X/ a la place de $,• ; alors un facteur LJ~* se separe en vertu de ( IV) 
et Ton obtient le resultat sus^nonc^. Les correspondances etant 
les m^mesy leurs courbes de coincidence sont aussi identiques, ce 
qu'il fallait demontrer. 

Les resultats alg^briquesconclus des'prec^dentes considerations 
continuent ^videmment k rester vrais, si la courbe^poss^de des 
rebroussements ; seulement, quelques-uns des otq points de coinci- 
dence proprement dits se confondent avec ces points (suivant une 
loi a determiner). L'etude de ces faits va nous conduire k la deter- 
mination demandce du nombre j3^. 

Les points d'intersection de L^ avecyqui donnent des coinci- 
dences proprement dites se decomposent en deux groupes : les aq 
points non situ^s aux points de rebroussement, et les r rebrousse- 
ments dey, par lesquels nous supposerons d'abord que les courbes 9 
ne passent pas. Dans tout point du premier groupe une courbe9 a 
un contact d'ordre q, et toute courbe cy qui y renferme q points voi- 
sins de /"passe aussi par un (y-|-i)**"* point voisin sur la m^me 
courbe. En un point du m^me groupe, une courbe 4> (comptant 
eventuellement plusieurs fois) a de m^me un contact d'ordre q, et, 
en outre, un nombre simplement injini de courbes 4[> y ont cha- 



(') Voir Texemple de jr= 3, p. i65. 
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cune un contact d'ordre q — i (*). Dans un rebroussement, au con- 
traire , les f se comportent exactement comme les $ en un des 
points oLq\ en efTet, chacune des courbesy en nombre simplement 
infini qui passentpar le point de rebroussement et par q — a points 
voisins a un contact d'ordre q — i , parce que le point de rebrous- 
sement compte double, et parmi elles il y aura une courbe (comp- 
tant ^ventuellement plusieurs fois), qui renferme encore un 
(y — iy*ii>e point voisin sur^ (c'est-i-dire de nouveau en tout q H- 1 
points voisins). II suit de la, d'apr^s notre loi de reciprocity, qu'in- 
versement les $ se comportent aux points de rebroussement de/ 
comme les <p aux points €tq\ c'est-^-dire que nous devons prendre 
fig = r. Ainsi les nombres cHq et r se correspondent en vertu de 
la reciprocite enlre les cp et les 4>. 

La mani^re d'etre sp^ciale des $ aux points de rebroussement 
ne pent dtre fondle que sur ce que ces courbes passent toutes, 
comme courbes de coincidence, au travers des points de rebrous- 
sement, car autrement les m^mes conclusions auraient lieu pour 
elles que pour les courbes <p. On pent, en revenant en arri^re, de- 
duire de 1^ que notre conclusion est ^galement inexacte pour les 
courbes 9, si celles-ci ont des points fixes communs aux points de 
rebroussement; c*est-a-dire que ces derniers se comportent alors 
comme les points or^. Si done les courbes 9 passent toutes ensemble 
par r' points de rebroussement def, les nombres Uq etr — z*' ou r 
et oLq 4- r^ se correspondent, de telle sorteque chacundes r' rebrous- 
sement s de cette espece se correspond h lui-mdrtie, 

Ces derni^res reflexions nous permettent enfin de determiner 
aussi les reductions qu'eprouve le nombre Uq en cas de points de 
rebroussement. Gonsiderons un syst^me q fois infini de courbes 9, 
pour lesquelles M, r, /•' sont supposes avoir les significations ci- 
dessus. Le nombre des courbes 9 qui passent par un point quel- 
conque du plan et ont un contact d'ordre y — i avec la courbe 
primitive est alors 

a^-, = ^[M -f- (^ — 1) [p - 1)] - pr— /)V', 

p, ^ etant encore a determiner. Mais de 1^ resulle, en permutant 
d'apr^s notre loi de reciprocite ctq — i avec M , r avec oLq -f- /*', cette 

(*) On le reconnalt de la mdme manicre que pour le caa de 7=.a. 
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autre Equation 

et, par Elimination de a^.i entre les deux, 

Mais pour r = i*^ = o on a, comme on sait, a^ = (y + 1 ) (M -+- y/? — (/) 
et par suite p = 9 — !• Si Ton porte ces valeurs dans la derni^re 
Equation, tous les termes de celle-ci auront le facteur tj — i , ^ 
i'exception du terme multipli6 par p>. 

Si done p' , d^signe un nombre entier a determiner, on a 

P' = (^ — Op'/-r 
II vient par suite 

«y = (7 -+- (M-^qp — q)'-qr- [{q -+- l)/*;., + l^ 

et 

«7-i = ^iM -+- (7 - (/^ - 0] - {? - ('-•-^ p;-i '-')• 

Ur^sulte de la, par substitution dq ^ + i a ^r, 

LMdentification des deux valeurs ainsi trouv^es de ocg conduit a la 
formule de recursion 

7p; = (7 + 0p7-i"+-'- 

Or, nous connaissons la valeur de p" pour y = i, r=/''=i, 
M = 72 — 2 (p. 167, ou nous avons obtenu pour le nombre des 
taagentes menses d'un point de rebroussement k ia courbe G/i la 
valeur a , = A: — 3 ) . II r^sulte de la que Ton a p", = — i , et il vient 
en consequence 

2pj == Sp' -I- I = — 2, d'ou p', = — 1 1 etc. 

On trouve ainsi d'une mani^re g^n^rale que p' est ind^pendant 
de q et ^gal a — i , ce qui donne le theor^me suivant ; 

Dans un sjsteme lineaire q fois injini de courbes ajant surj 
des points fixes communs quelconques, parmi lesquels r^ points 
de rebroussement de f^ et rencontrant en outre f en M points 
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mobiles, il existe 

«7 = (7 -^ (M -*- <7/? — 7) — ^('' — '^l 

courbes ay ant avecjun contact d^ordre q [ailleurs qu' aiix points 
fixes), Dans cettejormule, p est le genre, r^ le nombre des points 
de rebroussement de/. 

Observons, en terminant^ qae des lois analogues de r^ciprocite 
peuvent s'^tablir pour les vari^t^s lin^aires moins ^lev^es, de 
courbes 9 extraites du syst^me d'ordre 7 ('). Ces lois permettent 
de determiner exactement les courbes ayant un contact multiple 
aux divers points dey{voir Brill, loc. cit, ) 

EL. — Representation a determination unique de deux plans 

Tun sur I'autre. 

Le point de depart de nos recherches sur les courbes alg^briques 
a et6 la th^orie de la transformation lin^aire. Nous avons appris a 
consid^rer cette derni^re comme Fexpression analytique de la rela- 
tion projective de deux plans, Tun par rapport k I'autre, et nous 
avons pu, en consequence, definir les propri^t^s auxquelles nous 
avions uniquement ^gard dans les courbes comme ^tant celies qui 
ne sont modifi^es par aucune projection (r^elle ou imaginaire) des 
courbes en question. A la suite de ces considerations est venue 
d'abord la th^orie des formes algebriques ternaires, et avec elle au 
premier plan la notation et le calcul symboliques, qui nous onl 
fourni un algorithme elegant pour les considerations geometriques. 
£n avangant davantage, nous avons d'ailleurs franchi successive- 
ment les limites du terrain caracterise par ces points de vue. En eflfet, 
les relations respectives entre la hessienne et la steinerienne nous 
ont deja ofTert un exemple de deux courbes ayant entre elles uue 
relation non lineaire, mais pourtant univoque, et dans Tetude dela 
geometric sur une courbe algebrique nous avons encore plus 
souvenl remarque occasionnellement que les propositions exposees 



(') Nous deTone faire remarquer quo ces lois de reciprocite sont en correlation 
^troite avec la loi ordinaire de dualite, telle que celle-ci se presente dans les espaces 
deplusieurs dimensions. {^Voir aussi la note de la p. 107.) 
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avaient ud caract^re invariant , non-seulement vis-4-vis d*une trans- 
formation lin^aire, mais encore en g^n^ral vis-4-vis d^une trans- 
formation univoque de la courbe originaire^ c^est-^-dire qu'elles 
avaient lieu pour la courbe transform^e aussi bien que pour la 
courbe primitive. Mais, tandis que nous ne parlions plus haut que 
de deux courbes li^es ^l^ment par ^i^ment Tune k Tautre, on pent 
aussi poser la question de savoir s'il est possible d^^tablir entre 
deux plans, point par point, une relation k determination unique, 
et quelles sont les propri^t^s qui apparliennent k ces sortes 
de transformations. Les transformations relatives k tout le plan 
doiventseules nous occuper d^abord; nous traiterons dans une autre 
occasion de celles qui sont univoques pour deux courbes indivi- 
duelles seulement. 

Un exeniple tr^s simple, celui de la transformation quadra-' 
tique ( * ), nous montre imm^diatement la possibility d^une relation 
non lin^aire existant avec reciprocity, element par element entre 
deux plans. Cette transformation est ^tablie entre les points x etj" 
des deux plans supposes r^unis ou s^par^s E^ et E^ au moyen des 
equations 

(j) p^i=X%Xzy p-^t=JzXu f>-^j=Jiri> 

qui donnent imm^diatement les formules inverses ^galement a 
deiermination unique : 

Nous nous proposons d*examiner avec soin ce cas special tres- 
important pour ce qui va suivre. A une ligne droite Ux = o corres- 
pond, en vertu de (i), sur E^ une conique 

(3) «i/i7» H- «irsri -+- «»riri = <>, 

et inversement a une ligne Vj.= o correspond, en vertu de (a), sur 



(') Elle a d'abord ete consideree par Magnus : Sammlung von Aufgahen und 
leknatzen aus der anafytischen Geometries Berlin, i833, et aaparavant dans le Journal 
de Crelle, t. 8. Elle I'a ete plas tard par STBiNsa : Systemtuische Entwicklung der 
Ahhangigkeity etc. Des transformations quadratiques se trouvent deja occasionnel- 
lenient dans Po:iCBLBT [Traits des proprUt^t projectives des figttrei^ 1823, p. 198), et 
PLcgLEB ^Journal de Crelle, t. 5 ). 
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Ex une conique 

nous Yoyons que la relation mutuelle des deux plans est absolu- 
ment la mdme. Le caract^re univoque de cette relation devient 
Evident ainsi qu'il suit. Au point d'intersection de deux iignes 
Ux = o et Ujg = o sur E^ correspondent sur E^ les points d'inter- 
section de la conique (3) avec la conique 

Mais nous remarquerons que de ces quatre points d*intersection 
trois sont toujours les mdmes : a savoir les sommets du triangle 
^ , = o , ^2 = o > )'8 = o • -^"-a: droites de I'un des plans correspondent 
done sur I' autre des coniques passant par trois points Jixes que 
nousappelleronspoinistondamenldiuxyet au point d' intersection de 
deux droites le quatrieme point d* intersection mobile des deux 
coniques con*espondantes [*), 

Nous pouvons, en g^n^ral, d6finir geom^triquement cette trans- 
formation de la mani^re suivante : nous poserons en fait que 
Tensemble des droites en nombre doublement infini d^un plan 
correspond a Fensemble des coniques en nombre doublement infini 
d^un r^seau k trois points fondamentaux fixes. Aux coniques qui 
passent par un point de Tun des plans r^pondent alors les droites 
qui passent par un point de Tautre plan ; a chaque point de Tun 
des plans correspond par consequent Tintersecti on de deux droites 
(et, par suite, d'une infinite de droites) de I'autre plan, et r^ci- 
proquement. D'apres ces id^es, nous pouvons concevoir la repre- 
sentation alg^brique de la transformation d*une mani^re plus 
g^nerale, ainsi qu'il suit. Soient Qi, Qi, Qa et Q', , Q2? Q's ^^^ fonc- 
tions quelconques lin^aires en /i, j», jz] les deux Equations 
lineaires 

donnent de nouveau notre relation, car en les r^solvant nous 



(') Deux des points fondamentaux ou m^me tous les trois peuvent fttre infioiment 
Toisins ; alors toutes les coniques du reseau ont entre elles un contact du premier ou 
du second ordre. 
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obtenoDS ( *') 

et les Equations X| = o, x, = o, X3 = o reprisenteDl encore en effet 
trois coniques ayant trois points fixes, les points fondamentaux 
du plan E^. L'inversion de ces formules s'obtiendrait en ordon- 
nant les Equations (4) suivant les^,- eten r^solvant. 

Nous d6signerons par |3|, ^2^ ^% l^s trois points fondamentaux 
du plan £j, par ai, oCfy oci les trois points fondamentaux de Ex- 
Pour ces trois points eux-memes, notre transformation nest plus 
a determination unique, et il se rencontre des points exceptionnels 
semblables dans toutes les relations univoques d^ordre sup^rieur. 
Au point aj(a:,= o, x^-^ o) correspondent en effet, d'apr^s (i) 
et ( 2 ), tous les points de la droite p,Ps ( yi= o) sur E^-, et inverse- Vj 
ment k tout point de cette droite correspond un seul et mSme 

pointai sur Ex. Mais, comme la droite /B^/^j contientles points ^s, ^% 

auxquels correspondent respectivement les droites enti^res asai, 

flCja,, le theor^me d'apres lequel a toute droite de I'un des sys- 
temes repond dans Tautre une conique passant par les trois points 

fondamentaux ne souffre pour la droite jSsjBs aucune exception. 
A I'aide de ces remarques, nous pouvons facilement indiquer 



(*) On peut ecrire les equations (4) sous la forme ZSa^x^.^^ = o, 22^^x^^^ = o. 
Si I'on prend en particuUer a = a -, b = b^^ et qu'on fasse colncider les plans E 
et E , deux points correspondants x eX jr forment un couple de p^les conjugues 
relativement aux deux coniques £2<z^x.j:^= o» S£^.ar^.x^ = o. Les points fonda- 
mentaux de I'un des plans coincident avec ceux de Tautre et forment les sommets du 
triangle polaire commun aux deux coniques. On obtient une autre representation 
geometrique simple de la relation si (dans la situation reunie des deux plans) on 
place deux points fondamentaux aux points circulaires imaginaires et le troisieme a 
Torigine d'un syst^me rectangulaire de coordonnees. Si nous posons d'apres cela 

'* ^i J% Tt 

cc» equations (1) deviennent, pour ^a* = f ' -+- >?*, 

« — -i» ^ — — — 1 

equations qui representent, comme on salt, la transformation appelie transformation 
par rayons ttecteurs riciproques. 
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les modifications que subit tine courbe par notre transformation. 
U est clair qu'^ une courbe G/i sur E^ correspond sur E^ une 
courbe C^^ dont T^quation se d^duit de T^quation de C/, en sub- 
stituant simplementj^^t J^s ^ ^i> ^tc. Mais^ comme les droites a^aij 
a^oL^^axOLt sont couples chacune par C^ en n points auxquels 
correspond toujours le mSme point ((3i, P,, ou p,) sur E^r, Cj„ 
passe n fois par cbacun de^ points (S^^ps, {33; et ces n branches 
de C^^ ont toutes un cours s^par^ si les n points d^interseclion 
de Cah ^vec les droites fpndamen tales correspondantes de Tautre 
plan ont tous une situation distincte les uns par rapport aux 
autres. Si, au contraire, C/< passe par un point fondamental ai, 

une partie fixe, savoirla droite ^tf^z qui correspond ka^, se s^pare 
de la courbe Cj^, etilreste seulement une courbe de I'ordre in — i 
qui ne passe plus que n — fois par j3, et (Sj. 

DonCy en general, a une courbe du n'*"* ordre, appurtenant a Vun 
des plans et passant respectwement A*,, A*2, A'j fois par les points 
fondamentaux ol^, a2y ol^ de celni-ci, correspond sur T autre plan 
une courbe de I'ordre un — kt — A", — k^ passant respectiueinent 
n — (Ai-f-A's),/! — {kz-^ki), n — (A* -\-k2j fois par les points fonda- 
mentaux Pi, (3s, Ps de ce dernier plan. Ainsi, par exemple, a une 
courbe C4 ayant un point double en chacun des points a^^t;^)) 
correspond une conique qui ne passe pas par Pi, P„ p,; et, 
r^ciproquement, a une telle conique correspond une courbe C4 
ayant trois points doubles en «{, a\, as* 

Par la generalisation directe de cette id^e, nous serons conduits 
k la definition geometrique d'une transformation generale uni- 
voque du plan appel^e transformation rationnelle ou transform 
mation Cremona, C'est en effet Cremona qui a etabli le premier 
cette importante th^orie dans toute sa g^n^ralite (* ). Nous avons a 
substituer au syst^me de coniques a trois points fixes un syst^me 



(*) Dans les deux Memoires : SuUe trasformazioni geometricke delle figart piaae 
{Memorie dell* Accademia di Bologna, 3* serie, t. 11, i863, et t. V, i863; reprodoits 
dans le Journal de Battaglini, t. I et HI. Fair les expositions d'ensemble (utilisets 
pour le texte) de Catlbt, On the rational transformations between two spaces (Pro- 
ceedings of the London math. Society , t. Ill, 1870; Kosambs : Ueher ratiottaU 
Substitutionen (Journal de Crelle, t. 73), et Dbwulp, Bulletin des Sciences matkt- 
matiqucsj t. V, p. 307. On trouve des generalisations pour les representations a deter- 
minations multiples dans Wibmeb, Math, Annalen, t. Ill, p. 1 1 . 
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lin^aire doublement infini de courbes du n^^"^ ordre ayant un seul 
point d'intersection mobiley et, par consequent, n^ — i points 
({'intersection fixes. Mais, d'apr^s notre ih^or^me fondamental 

surles syst^mes de points d'intersection (p. i3i), - «(/H-3) — i 

intersections de deux courbes d^ordre n determinent compl^te- 

ment les - (/i — i)[n — 2) intersections restantes. Donc^ pour 

que, /i^ — I points fixes d^intersection ^tant donnes, on puisse 
en avoir encore un mobile, il faut n^cessairement que ces 
n* — I points fixes aient les uns par rapport aux autres une 
situation toute sp^ciale, ou, si Ton veut, que les courbes du sys- 
t^me s^ comportent d'une fagon particuli^re, ct Tetablissement 
de ces relations est notre tl^che essentielle dans ce qui suit. A cela 
se rattache naturellement une explication sur la nature des fonc- 
tions par le moyen desquelles la transformation a lieu, et aussi 
une autre question, celle de savoir s'il pent exister encore des 
transformations univoques d*un plan autres que celles qui ont lieu 
par rinterm^diaire des syst^mes precedents de courbes an* — i 
points fixes. 

Soit une transformation rationnelle reversible donnee par les 
trois equations 

les fi etant des fonctions d'ordre n qui n^ont pas de facteur com- 
mun et dont le determinant fonctionnel n*est pas identiquement 
nul(^). A.dmettons que, par suite, k chaque pointy soit associe 
un point x par Tintermediaire des equations 

les ^i* etant des fonctions rationnelles et enti^res d^ordre v par 
rapport aux quantites^. 

Aux droites Ux= o sur E^ correspondent alors sur E^ les 
courbes du v'*"* ordre YiUiffi=z o, et aux droites yy= o sur E^ les 
courbes du n'*"* ordre ^s^ifi sur E^. Aux points d'intersection de 

tt,=:0 et 2f///=-o 



(^) Dans ce dernier cai, lef trois eourbes/appartiendraient k an faisceao, p. 97, 
notei. 
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correspondent par suite les points ({'intersection de 

Vy z=zo et 2 Uifi = o . 

Mais le nombre de ces intersections doit n^cessairement, a cause 
du caract^re a determination unique suppose a notre relation 
entre E^ et E^, Stre le m^me dans les deux cas ; on a done n = v. 

Les substitutions unis^oques reversibles sont du ntime ordre que 
leurs inverses. 

Si nous cherchons le point x qui correspond a rintersectioD 
de deux droites ^ et (v plac^es sur E^, nous avons entre les Equa- 
tions 

k Eliminer les j:. Le r^sultat final qui renferme les u au degrE /z^ 
les V et les w chacun au degrE n, donne T^quation du produit 
des h^ points d^ntersection des courbes (7). Parmi ces derniers 
doit se trouver le point cherche, dont I'^quation est, comme nous 
savonSy representee par Zzi/a)|= o; Texpression Xii|9i'= o, si Ton 
pose en vcrtu de (7) 

r 1 ~ «'f «'» — ^t »'j > r 1 — •*» «*! — '^'j «'i . r s = «'i w'l — «'i <'tt 

est necessairement un facteur du r^sultat de reliminalion. 
Mais Zf/u/ renferme aussi alors les Vj w au n**""* ordre; les autres 
facteurs du r^sultat ne peuvent done plus renfermer v ou Wy et ron 
a ce theoreme : 

Deux courbes quelconques lyifi= o du sjsteme se coupent en 
un seul point mobile et en n^ — 1 points Jixes qui sont les points 
fondamentaux de la transformation. La m^me chose a naturelle- 
ment lieu pour le syst^me des courbes Zu/f 1= o sur Tautre plan. 
Done toute relation univoque de deux plans est une relation Cre- 
mona. Nous avons maintenant k fixer la position des n^ — i points 
fixes dans les deux plans. Comme aux points d'une droitef^^=o 
correspondent un a un les points d*une courbe X^,'yi'= o, il s^ensult) 
d'apr^s un theor^me precedent (p. 170), que cette courbe el la 
droite sont du mdme genre; c'est-i-dire que les courbes d'un 
rSseau formant la base d'une transformation h determination 
unique sont toutes du genre p=zQ] elles poss^dent des points 
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multiples Equivalents a -(n — i)[n — 2) points doubles ou de 

rebroussement. Nous allons montrer maintenant que ces points 
multiples se trouvenl tous aux points fondamentaux fixes. Si nous 
admettons, en effet, que le nombre suflGsant ne soit pas r^uni en 
ces points, chaque courbe du r^seau doublement infini devrait 
possEder un point double en dehors des points fixes; roais, comme 
il n'existe dans un plan qu*un nombre doublement infini de 
points, cela ne pourrait se presenter que dans Tun des deux cas 
suivants. Ou bien il faudrait que tout point fiit un point double , 
c'est-^-dire que les trois Equations 

dfi dfi dfi 

(/X| Ox^ Ox% 

donnassent pour chaque systeme de valeurs x^yX^^Xz un systEme 
determine de valeurs ^oi^2>^S7 et, par consequent, en tout un 
novdiTe doublement infini de systEmes de cette espEce. Mais alors 
les irois Equations se rEduiraient k une seule, c'est-^-dire que Ton 
aurait les EgalitEs 

dj?! ' dx^ * dx, dx, * dx^ ' dx^ dxi ' dx^ * dx, 

ce qui est en contradiction avec la supposition quey),yi,yi ^^ 
possEdent pas de facteur commun. Ou bien il y aurait un nombre 
simplement infini de systEmes de valeurs x k chacun desquels 
rEpondrait un systEmc de valeurs ^, savoir ceux pour lesquels le 
determinant fonctionnel des fi est nul, et tout point semblable x 
serait un point double pour un nombre simplement infini de cour- 
bes du rEsean. Mais alors deux courbes de cet ensemble simplement 
mfini auraient quatre de leurs points d^intersection confondus en x, 
tandis que nous supposons que deux courbes J se coupent en un 
seul point mobile. Notre proposition se trouve par 1^ dEmontrEe. 
Chacun des points fondamentaux communs^ toutesles courbes 
du rEseau sera en gEnEral Equivalent k un nombre d^ntersections 
des deux courbes supErieur k I'unitE; nEanmoins il ne peut 
exister de point multiple d'ordre supErieur an — i, car autre- 
menttoutes les courbes (fj seraient dEcomposables. Si nous admet- 
tons, en effet, qu*il y ait parmi les points fondamentaux a^ points 

i3 
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simples communs k toutes les courbes, cc^ points doubles, a^ points 
triples, ..., an.i points multiples d*ordre n — i, tous ces points 
doivent composer ensemble un syst^me de n'^ — i points, c*est- 
a-dire que Ton doit avoir 

(8) a^-h 4ai4-9a»-+-. . .M- (« — j)*OLn-i=n*^ l. 

Nous supposons ici que les courbes f ne se touchent pas aux 
points fondamentaux, et que les tangentes d'une courbe quel- 
conque cf ont un cours s^par^ aux points multiples. Uo point 
dans lequel toutes les courbes f poss^dent un point de multipli- 
city k sera appel^ dans ce qui suit point Jondamental d'ordre k. 
Une seconde relation entre les nombres ai-r^sulte de la remarque 
qu'un point multiple d^ordre A: k tangentes s^par^es est toujours 

Equivalent a - Ar(A' — i) points doubles. Comme, en effet, le norobre 

total des singularitEs doit dtre Egal k-[n — i) (/i — 2) (ce qui 
revient k p=^o), nous avons 

(9) a*4-3a5-f-...-+--{/i— i)(/i — 2)a„_|=-(/i— !)(/i — 2), 

et ensuite, par combinaison avec (8), 

(10) a, -h 3a, -4- Ga^-h, . . -+- -/i(/i — i)a„_,= -/i(/i -4- 3) — ti. 

Pour une valeur d^termin^e de /z on tire de ces deux Equations, 
suivant le nombre de leurs solutions compatibles en nombres en- 
tiers, une sErie dEterminEe de cas possibles en ce qui concerne la 
transformation. Des tables ont Ete donnEes pour cet objet par 
Cremona et Cajley. De n= 2 ^ /z = 7, on a, par exemple : 
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A 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


a, 


3 


4 


6, 3 


8, 3, 


lo, I, 4, 3 


la, 2, 0, 5, 3 


oe. 




] 


o, 3 


0, 3, 6 


0, 4, I, 4 


0, 3, 3| 0| 5 


ee. 






I, 


0, I, 


0, 2f 3f 


0, 2, 4i 3, 


«4 








I, O, 


0, 0, 0, I 


0, 1, 0, I, 


a. 










I, 0, 0. 


0, 0, O, 0, I 


a. 












I, 0, O, 0| 



Aux points fondamentaux a donnas sur E^ correspondent sur £^, 
non des points individuels, mais des points en nombre infini, 
ainsi que nous I'a d^j^ montr^ Texemple de la transformation 
quadra tique. Consid^rons un point fondamental a^ d^ordre A*. 
Soient \i les coordonn^es de ce point, et posons pour un instant 

nous avons I'^quation iden tique 



«5 



n-k+i l-i ^^ 



= 0, 



tandis que a^'^^a^ =z o repr^sente le produit des tangentes au 
point multiple. Soit ensuite ^ un point du plan ; ^i + XT^- seront les 
coordonn^es d*un point voisin de ^ dans la direction (^^ si Ton 
prend X infiniment petit. Poury] = a^^'* nous avons done en pre- 
miere approximation ^ 



('0 



pj,= a(05«-^tt(05*, 



c'est-a-dire qu'^ chaque direction d'avancement partant de ^ cor- 
respond sur £^ un point enti^rement determine ; et tandis que ^ 
accomplit une revolution complete autour du point ^, tons ces 
points parcourent une courbe d'ordre k dont I'^quation s'obtient 
par dimination des quantit^s ^, entre les Equations (i i). Les coor- 
donnees d'un point de cette courbe sont en m^me temps repre- 
sentees par (i i) comme fonctions rationnelles d'un paramitre, car 
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nous pouvons admettre entre les ^i* encore une Equation quelconque, 
par exemple une Equation lin^aire. Or, une semblable representa- 
tion n'est possible, comme nous le verrons plus lard, que pour les 
courbes du genre p = o. Nous avons en consequence ce th^or^me : 

^ un point fondamental d'ordre k siir Ex correspond sur E, 
line courbe d'ordre k et du genre p= o, 

Aux k points d'une courbe du systfeme ^{fifi=:o r^unis en f 
correspondent d'apr^s celaA points individuels dela droite ^j= o, 
k savoir les points d'intersection de cette droite avec la courbe 
d'ordre k qui correspond k ^. 

Les relations de ces courbes, appel^es courbes fondamentales, 
avec les points fondamentaux du systeme Zu,-<p/= o situ6s sur le 
plan E^ pr^sentent une importance particuH^re. D'abord les Equa- 
tions (8), (9) et (lo) ont nEcessairement aussi lieu k leur Egard, 
c'est-^-dire que, s'il existe sur E^ j3< points simples, ^2 points 
doubles, . . . , on a 



ft 

^'('-0P.=- («-')(« -2). 

i 



Par combinaison des deux derni^res Equations il vient ensuite 



\ iPi ^=iZn — 3 r-r \ /■«,. 



N'attribuons aucune importance pai^ticuliEre aux valeurs des 
nombres ai,j3,-, et supposons que surEi les points fondamentaux 
ranges suivant leur multiplicity soient des ordres r^ , r2, . . ., de sorte 
queri^Ta^ra . . . etque, de mEme, les points fondamentaux sur Ey 
soient des ordres s^, s^, . . . , et cela de telle sorte que Ton ait 



^1 =^i=^j = • • •' 



Nous pouvons remplacer ces Equations par les suivantes : 

\ r/ =3/1 — 3, \ J^=:::3/l — 3. 
i k 

Alors, si Ton appelle ^'''"•courbe.fondamentale de E^ celle qui cor- 
respond au l^^^ point fondamental de Ey, on a le th^or^me qui 
suit : La A*^™* courbefondameniale de E^ passe par le t'^'^* point 
fondamental de Ex le meme nomhre de fois que la »'<?'»« courbe 
fondameniale de E^ passe par le /:'<^'»« point fondamental de E^. 
Soient en effet donnas sur E^ et E^ respectivement deux points 
fondamentaux A, B et soient F^y F^ les courbes fondamen tales qui 
leur correspondent; si F^ passe p fois par B^ k ces p directions 
d'avancement partant de B correspondent p points sur Fb ; mais 
ces demiers doivent tous coincider avec A, parce que A correspond 
encore i lout point de F^. Par consequent F^ passe p fois par A, ce 
qn'il fallait d^montrer. De cette demonstration r^sulte au surplus 
la v^rit^ du th^or^me suivant : 

Les courbes fondamentales de E^ ont leurs points multiples aux 
points fondamentaux de Ej-. 

Designons main tenant par aik le nombre qui exprime combien 
de fois la i^"** courbe fondamentale sur E^ passe par le A**"" point 
fondamental sur E^. On a alors, d'apr^s un th^or^me r^cemment 
enonce, atk = a*/. Entre ces nombre aik et les nombres r, s existe 
unes^rie de relations. En premier lieu, le th^or^me d'apr^s Icquel 
les courbes fondamentales sont du genre zero donne les Equations 

(l3) (/-i — l)(/V— 2)==\ a/;t(a/it — l), (.Va:— l)(^* — 2)r=\ a/A(a/Ar — l). 

k i 

Si deux courbes fondamentales F^, F'^ du m^me plan se cou- 
paient ailleurs qu^aux points fondamentaux, au point d'intersection 
correspondraient les deux points A et A' de Tautre plan; par con- 
sequent : 

Les courbes fondamentales ne se coupent qu aux points fonda- 
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nous pouvons admettre entre les encore «ne iq«' 
par exemple une Equation lindaire. Or, ^^^\ 
lion n'est possible, comme nous le verrons 
courbes du genre p = o. Nous avons en or ' 



une 



urues uu gc«. . ^ ^.^ ^^^p^g pj^r une coarbe 

^ un point fondamental d'ordre ^ .^^^ fondamentaux, i «« 
MJ courfte d'ordre k et du genre r'ondve en m^roe ^'^Pf 

. J . R ce aui n'est pas possible. 

Aux it points d'une courbe ^^foml B, ce q 
correspondent d'aprfescelaArp rleseourbet 

4 savoir les points d'inter^ y,« ne ,ont coupe^ P« ^ ^^^^ 
d^ordre A qui correspond y^^^fondamentaux. ^^ r 

Les relations de ces .-^/^ ^ 

avec les points fond _, \ Sk<^iki ^^f^ "^ 2j '^'^ * 
plan Ej pr^sentent ^' T * 

tions (8), (9) e' d^„,ontrer le tWor^me suivant : 

c'esl-a-dire r .J^^^^ , , ,^h^K fondamentales q^i 

doubles. . ^ ^^^ rf- i--'^^^ t' TW i t^pfe rf« ''o'-'^^ 

/r^ylnt fondamental est «S«^ '"^J'f^ ^ Uons 

''I .„.uite, par co.binaison des Equations (.6) avec (.3). 
dimontrer le th^orfcme cit6 en dernier lieu, f'^^J^f, 
/"r .^.nbienne est en effel le lieu des nouveaux points 



rLdamentales de ^^forrmnt la jacobienne au.^o 
^"f ll^cobienne est en effel le lieu des nouveau* points 
..belles des courbes du r6seau qui possfedent ^^^''jj^'est 
iLble aiUeurs que dans les poinU fondamenUux. Or, c 
^:tble que si lescourbesdont ils'agitse ^^^^flT^^-^^^'' 
les courbes du r^seau ont diji le maximum des P°'°; ^^^com- 
„ossibles. Nous pouvons maintenant construire des co ^.^^ 

posables de celle espice ainsi qu'il suit. Consid^rons uu 



\. 



'» 
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^ fondamental de Tordre r sur E^. U lui 
<j. ^ courbe C^ du r^seau 2u|Cpi = o qui 

r^, omposer en la courbe Cr correspon- 

::- , ^^ en une courbe C„_r« Si maintenant 

«u point r, Cr reste fixe tandis que 
^ jra couple par Cr en un point mobile 

double de la courbe dont il s'agit C(/i.r)4^» 
.St une partie du lieu de ces points doubles, 
lie de la jacobienne. R^ciproquement, k toiUe 
sable du r^seau des <f correspond une droite pas- 
oint fondamental de E^^. En eSet, k une courbe sem- 
Ey correspond toujours d^une seule mani^re une droite ; 
d courbe se d^composait, la droite devrait aussi se d6compo- 
X, ce qui n'est pas possible. A une partie de la courbe decompo- 
sable doit done correspondre un point particulier de la droite, c'est- 
a-dire un point fondamental, ce qu'il fallait d^montrer. Or nous 
avons vu plus haut(p. ioi)que la jacobienne poss^de un point 
multiple d'ordre 3r — i Ik oii les courbes du r^seau ont un point 
multiple d'ordre r. La formule (i6) est done d^montr^e. 

Au moyen des Equations ^tablies on trouve d'autres relations 
entre les points fondamentaux sur les deux plans. D6signons par p 
le nombre des points r, par a celui des points Sy c'est-^-dire posons 

Eo sommant maintenant les Equations (i6) Tune suiyantiyTautre 
suivant k^ ce qui rend les deux seconds membres ^gaux, il yiendra 

is, d^apr&s (12), on a \ /\= \ Sjf^ d'oOi p = a. Le nombre des 

i k 

points fondamentaux dans les deux plans est le mdme, et ton a 

Nous nous proposons aussi de montrer que les nombres ^i , 0^3, ... 
ne difl^rent des nombres |3|,|32, ... que sous le rapport de Tordre 
etnon sous le rapport de la grandeur; qu'ainsi pour tout nombre oCi 
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il existe un autre nombre £gal |3a(* ). Nous donnons cette demon- 
stration un peu longue avec d'autant plus de raison qu^elle 
repose uniquement sur la numeration des constantes et sur cer- 
taines considerations de symetrie, qu'elle est ainsi int^ressante en 
elle-meme. 

Nous pouvons, au moyen des Equations (i4) et(i7), obtenir la 
valeur du carr^ du determinant A forme des nombres a,A; car dans 
les premiers membres de ces equations se trouvent immediateroent 
les termes individuels de ce carre, c'est-^-dire les expressions qui 
se presentent comme termes dans le determinant k p{= a) lignes 
forme en multipliant A par lui-m^me suivant le theoreme sur la 
multiplication des determinants. La valeur A^ dont il s'agit est, 
sous le benefice de la formule (ia)y egale aux deux determinants 



/•J 4- I 


'•I'i 


'I'-s 


• • • 


^1^1 


rJ-4-i 


^t^i 


• • ■ 


• • • 


fz^t 


rl-^l 


• • ■ 


.J -f-I 


JiJ, 


^1^3 


• • • 


SiH 


s\ -h 1 


^i^J 


• • • 


J,5j 


*3^J 


^;-hi 


• • • 


• • • 


• • • 




. . . 



-- 1 -f- 



1-^ 



n' 



:l -1- 



^4-«» 



La valeur absolue du determinant des aik est done egale a n 



(i8) 



A — 



.j_ 



/z. 



Le signe reste indetermine parce que Tordre des lignes dans le 
determinant n'a pas besoin d'etre compietement determine parlr 
rangement des nombres r et 5 par ordre de grandeur. En effet, 
parmi eux il pent s'en irouver d'egaux dont la permutation ferail 
varier le signe de A, et il en est toujours ainsi dans les exemples 
connus jusqu'ici. 



(*) La demonstration do ce th^or^me, dejk ^tabli par Cremo:sa, a ete donoee par 
Clebscu, Zur Theorie der Cremona* schen Transformationen {Math, jinnalen, t. IV, 
p. 490)* Cette proposition est d'ailleurs (suivant uoe communication deM. Frthm a 
M. Lindemann) une consequence immediate du iheordme donne plus loin sur la 
possibility de remplacer la transformation Cremona par des transformations qua- 
dratiques. 
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Nous imaginerons maintenant que le determinant A des dik est 
partag^ par des lignes horizon tales et verticales, de telle sorte que 
dans chacun des rectangles ainsi formes on n'ait que des lignes 
horizon tales appartenant aux m^mes valeurs de r et des lignes 
verticales appartenant aux m^mes valeurs de s. 

CoDsid^rons un de ces rectangles. Aux nombres r qui s'y ren- 
contrent(*) r^pond un groupe de points fondamentaux sur Ej, et 
ce dernier fournit pour la transformation un certain nombre de 
coDslantes qui seront employees d^une maniere completement 
symetrique pour la formation d'un r^seau de courbes Si'/yi = o 
surEx('). 

La m6me chose a lieu pour les quantit^s s qui se rencontrent dans 
ie rectangle ; le groupe correspondant de points fondamentaux du 
plan Ej doit de m^me d^pendre sym^triquement des constantes 
du. groupe r^pondant k r sur Ej, el, r^ciproquement, entre les 
quantites r et les quantites s regne une complete symetrie. Les 
quantit^s a qui figurent dans une ligne verticale de notre rectangle 
doivenl d'apr^s cela se r^p^ter dans les diff^rentes lignes verticales, 
et cela dans toutes les permutations, et chaque permutation le 



(') La d^pendance entre les nombres r., s^ qai repondent k Tune des grandeurs a^ 
est etablie par les formules precedentes. Celles-ci peuvent, a I'aide dc (i8), s'ecrire 
sous uoe forme encore plus simple. En eflct, par resolution de (i5) suivant les 
quantites r,s, il vient 



r-. 



et, en faisant usage de ces Equations, on tire de (i4) ^^ ('?) P'^*' resolution suivant 
les a^(dans ThypothSse de V ou A' constant) 



'•*** = ««i 



<^«i» 



(*) Une transformation Cremona est, d'une maniere generale, caracterisee par un 
certain nombre de constantes absolues qui ne peuvent dependre que des points 
fondamentaux, puisque le reseau des f? est completement determine par ces derniers. 
Si Ton consid^re les modifications projectives des deux plans (lesquelles dependent 
de bait constantes) comme non substantielles, on pent, sans changer le caract^re de 
la transformation, assignor dans chaque plan des positions quelconques k quatre 
points fondamentaux, et consid^rer alors comme constantes propres de la transfor- 
mation les ap — 8 rapports anbarmoniques de faisceaux de rayons diriges de deux 
des quatre points semblables sur les trois antres et sur un einqui^me point fonda- 
mental. Ce sont la les invariants ahiolus de la transformation en ce sens qu*ils sont 
inyariables par toute modification projective. 
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m^me nombre defois. Solent k le nombre des 6l6ments d*ane ligne 
verticale du rectangle , p le nombre de leurs permutations, / le 
nombre des 6l^ments dans une ligne horizontale, q le nombre de 
leurs permutations : on aura 

1'9) ^ = l'P^ 

fjL ^tant un nombre entier, et il en r^sulte de m^me^ si Ton change 
le rdle des lignes horizon tales et verticales, 

(20) k = yq, 

V 6tant un nombre entier. Le nombre des permutations sera tou- 
jours plus grand que celui des ^I6ments, except^ : 

1^ Si tous les ^l^ments sont ^gaux, cas oh le nombre des 
permutations est <5gal a i ; 

2® Si tous les elements sont ^gaux les uns aux autres a Texcep- 
tion d*un seul, cas ou le nombre des permutations est ^gal au nombre 
des ^16ments. 

Ges deux cas provisoirement exclus, les Equations (19) et (20) 
sont impossibles y car elles exigeraient simultan^ment que k idt 
]>/ et Z>/r. Dans le premier cas, au contraire, nous avons/? = 1, 
q =-ij et par suite /r et / quelconques ; dans le second, nous avons 
p^=^hj q == Ij d'oii 1=^ ^kyk =syl. 11 faut done que Ton ait 
p = v = i, A = /. Le rectangle devient un carr^. De Ik ce th^or^me : 

Dans les rectangles de A qui sont determines par des groupes 
oil les quantites r et s sont e gales respectiv^enienty les elements a 
sont toujours egaux entre eux; ce nest que dans le cas unique 
oil le rectangle est un carre quil peut se presenter dans chaque 
ligne horizontale et verticale un terme different des autres, Ces 
termes sont alors egaux entre eux, et par inversion des lignes 
on peut en remplir I' une des diagonales du carre. 

On peut d^ailleurs montrer toujours par des raisons de sym^trie 
que dans la representation du determinant entier deux carr^s 
semblables ne peuvent se trouver k c6l6 ou au-dessous I'un de 
Tautre. ( f^oir Glebsch, loc. cit.) D'ou cette proposition : 

-^ tout groupe de r ne peut repondre au plus qu'un groupe des 
renfermant un nombre egal d' elements et conduisantj ensanble 
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avec le premier, dans I'interieur de ^yhun carre de aik doni les 
elements ne sont pas tous egaux a lafois. 

Maisy d'un autre c6t6, il existe n^cessairement aa moins un 
groDpe de cette nature, car autrement au groupe des r correspon- 
draient des rectangles renfermant des elements 6gaux, et le deter- 
minant des a s'^vanouiraity tandis que sa valeur d'apr^s (i8) est 
egale k±n, 

Ce n^est que dans le cas ou le groupe des r se r^duit a une seule 
quantite r que cette conclusion n'est pas v^rifi^e. A tout groupe 
de r renfermant plus d^une de ces quantit^s r^pond un groupe de s 
d'egale grandeur , et r^ciproquement. En en faisant abstraction , il 
ne reste plus que des quantit^s r ou 5 diff^rentes entre elles ; mais 
le nombre de ces quantit^s r est n^cessairement ^gal k celui des 
quantit^s 5 dont nous parlous. Nous avons ainsi d^montr^ notre 
proposition, c'est-^-dire ce th^or^me : 

Les nombres a; qui indiquent combien de quanlites r dev^iennent 
chaque fois egales les unes aux aulres, et les nombres |3| qui 
indiquent combien de quanlites s deviennent chaque fois egales 
les unes aux autres, ne different au maximum que par V arran- 
gement et non par la grandeur. 

Nous avons ainsi, par exemple, dans le tableau precedent, pour 
n=^6f une transformation 

ai = 4» «« = »» «j = 3, «4 = 0, «g = 0, 

etune autre 

ai=:3, «i=4» a| = 0, «* = I, ag = O. 

D*apr^s notre proposition, chacune des deux est la transformation 
inverse de Tautre, except^ dans les cas sp^ciaux o(i chacune est sa 
propre inverse. II en est toujours ainsi conform^ment au tableau 
pour les transformations qui vont de72 = a k n= 5. Pour ces 
transformations d*ordre inf^rieur notre th^or^me n'exprime done 
rien du tout. 

Enfin, le th^orime suivant est d^une importance fondamentale 
pour cette th^orie : 

La somme des nombres qui expriment I'ordre des trois points 
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fondamentaux les plus ele^es d'une transformation du «**** 
ordre est plus grande que /i, cest-it-dire que ton a 

relation ou, d'apr^s nos hypotheses pr6c^dentes, Tj ^ ^a = r^ ^ r^ ^ . . . 
Nous avons, en efiet, en vertu de (12), les Equations 

y r? 4- r; = «* — I — r} — rj, 
> O -+- r, = 3ii — 3 — Tj — r„ 

i 

le signe sommatoire ^' se r^f^rant k tons les indices i, exceple 
i = ri, r2, /'s* Nous nous proposons de montrer qu'il est impos- 
sible que Ton ait 

Mulliplions la seconde des Equations (21) par r^ et retranchons- 
en la premiere ; il vient 

rA '•'— \ r?=:r,{3/i — 3 — r, — r,) — /i*-M4-rj4-A;. 

Mais dans le premier membre figure une expression positive, 
d cause de r j ^ r4 . . . et nuUe uniquement pour ra = r^ = Tj = . . . . 
Nous avons done pour le second membre 

r3(3/i — 3 — Tj — r,)>/i» — I — r J — - r*. 

En admettant maintenant que Ton ait /i^ri + rs + r^, nous 
obtenons 

r, (3r, — 3 -V 2ri -h 2r,)>r« -H2(r,r, -^ r,r, H- r,ri) — 1 

ou 

2rJ — 2rjr, — 3r, H- i >oj 

or, cela est impossible, car on a par hypoth^se rj r^ ^/-J et 3 /'a }> 1 , 
puisque r^ doit £tre au moins 6gal k i . Nous avons done fourni la 
demonstration demand^e. ^ 

Ce th^or^me sur la multiplicity des trois points fondamentaux 
les plus 6le\6s acquiert une aussi' grande importance k cause du 
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coroUaire suivant. Faisons subir au plan E^ une transformation 
quadratique dont les trois points fondamentaux coincident avee 
''o '"a? ^9' Par ces demiers, toute courbe dq n**"* ordre du r^seau 
2)^,y} = o passe respectivement r^ r^, r^ fois; k chacune d'elles 
correspond done, d'apr^s la r^gle donn^e plus haut pour la trans- 
formation quadratique, une courbe de I'ordre an — r^ — r2 — /'s 
sur le nouveau plan E^, et toutes ces courbes forment encore un 
r^seau ayant un point d'intersection mobile, car les droites du 
plan E^ leur correspondent une k une par Finterm^diaire du plan 
Ex. La relation directe entre E^ et E« est d'apr^s cela ^tablie par des 
fooctions de I'ordre 2/1 — ri — r^ — r^. Or, on a ri -f- rj -f- rs > /i, 
et par suite en toute hypoth&se 

c'est-4-dire que la transformation originaire est ramen^e k une 
autre d'ordre moins ^lev6. On peutproc^der de la m^me mani^re k 
regard de cette derni^re, jusqu'^ ce que Ton arrive finalement k 
une transformation quadratique ou a une transformation lin^aire, 
clinversement on doit, par application r^it6r6e des transformations 
quadratiques, revenir k la transformation originaire. Nous avons 
done la proposition suivante : 

Toute transformation Cremona peut Stre remplacee par une 
suite de transformations quadratiques, les trois points fondamen- 
taux d'une transformation de cette nature etant places aux points 
de base les plus eleves du systeme des courbes de transform 
niation{*). 

Soit, par exemple, une transformation du quatri&me ordre dans 

laquelle 

«i = 6, a, -- o, a^zizi. 



(*) Ce theoreme a et^ trouTe k peu pris dans le mftme temps par Clifford (qui 
I'a donni sans demonstration; Tfoir le Hemoire ciU de Cayley), par Mdther (Math, 
Janaien, t. Ill, p. 16 j), et par Rosanes (/oc.c<V.). L'in^alite n ^ r, + r, + r, et le 
Uitertme sur la composition des transformations sont encore yrais lorsque plusieurs 
des points fondamentauz se rapprocbent infiniment les uns des autres, ce qui n'a 
pis m consider^ dans le texte; voir Notbbb, Math, jinnalen, t. V, p. 635. La 
possibility de la transformation mentionnee r^ulte anssi de considerations sur les 
courbes de Tespace; voir Halpben, Sur eertaines perspectives gauehes des courbes 
pUuui alg^rifues (Comptes rendus, 1 5 mars 1876 )• 
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Nous placerons les trois points fondamentaux d'une transforma- 
tion quadratique au point triple et en deux des points simples. 
Nous arrivons ainsi k des courbes du troisiime ordre ayant un 
point double qui provient de ce que la li^e joignant les deux 
points fondamentaux simples ( courbe fondamentale lin^aire de la 
transformation quadratique) est encore rencontree par la courbe 
C4 en deux points. Nous avons done une transformation du 
troisi^me ordre dans laquelle ai =r 4> ^3 = '• Actuellement, en 
faisant usage de deux points ot^ et du point a^ pour une nouvelle 
transformation quadratique , nous obtenons des courbes du 
deuxi^me ordre k trois points fondamentaux simples, comme 
cela devait ^tre. 

De m^me que nous avons 6tudi^ plus haut les courbes sons le 
rapport de leurs propria t^s qui restent invariables par tonte 
transformation lineaire, de mdme on pent, ainsi que nous Tavons 
d^j^ observe, rechercher les propri6l^s des courbes, ou en g^n^ral 
des figures 'planes, qui persistent dans toute transformation Cre- 
mona, et d*un autre c6t^ ^tudier la mani^re dont ces propri^t^s sent 
influencees par la transformation. Dans cet examen, on pent, en 
vertu de nos derni^res reflexions, se borner k consid^rer les trans- 
formations quadratiques. Nous avons d6ji parl6 plus haut des 
modifications que subissent les singularit^s d'une courbe particu- 
li^re dans une transformation de cette nature, en tant au moios 
que ces modifications se produisent aux points fondamentaux de 
la transformation (p. 192). Or, il n'existe pas d*autres modifi- 
cations que celles mentionn^es alors. Si, en effet, la courbe Cm a 
en dehors des points fondamentaux un point double P sur Ejr, 
it ce point double repond un point double P' de la courbe 
correspondante C sur E^. C*est 1^ une consequence immediate 
du caract^re univoque de notre transformation, car, par suite de 
ce caract^re, a toute direction d'avancement sur C/i partant de P 
doit r^pondre une seule direction d'avancement partant de P' sur 
C^ Un fait analogue a lieu pour les points multiples d*ordre plus 
eleve. Ici se pr^sente en premiere ligne le theor^me sur la comer- 
\fation du genre (p. 170), theor^me que Ton ^tablit aussi direc- 
tement sans difficult^ pour les transformations quadratiques. 
Supposons qu'a une courbe Cm sur E^ r^ponde sur Ej une courbe 
C^. On aura jtA = am — ki — A'2 — A*!, si Cm passe respectivement 
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/{, ^2> ^3 fois par les trois points foDdamentaux sur E^^ et C^ passe 
respectivement X{, Xs, X3 fois par les points fondamentaux sur E^ 
six, =m — k'j — ^3^ X2 =/w — ^3 — kiy X3 =m — A, — A"2. 
De ces relations r^sulte directement Tidentite . 



1=3 1=1 



J('"~0('«-^]~^^>«v(^~l)==^(^--l)(f*--2)--i^X,(/,— l). 



1 = 1 1=1 



Mais le genre des deux courbes ne diff<^re de ces deux expres- 
sions que d'un nombre dependant uniquement des points multiples 
Don situ^s aux points fondamentaux, et ces points multiples sont 
les m^mes pour les deux courbes. Les deux courbes appartiennent 
(lone au mSme genre, ce qui ^tait k d^montrer. 

On pent au surplus d^montrer facilement aussi rinfluence d^une 
transformation du n**"* ordre sur C^; on arrive, au moyen des 
principes d^velopp^s plus haut, k la proposition suivante : 

j4 line courbe C^ de E^, passant // fois par un point Jonda- 
mental /•/, correspond I [x etant egalii nm — ^ r/ // j une courbe Cj* 

i 

qm passe Xif fois par chaque point fondamental s^^ T^k etant egal 

amsk — \riaik> 

Au moyen de ces formules on pourrait encore prouver T^galitd 
du genre, mais nous n'insisterons pas, parce que dans les trans- 
formations a determination unique pour certaines courbes seu- 
lement nous parlerons en detail de faits semblables. 

Pour donner des exemples d'autres propri^t^s qui persistent 
dans la transformation Cremona, observons que deux courbes qui 
se touchent se transforment n^cessairement en deux courbes qui 
sont egalement tangentes (et que Tordre du contact est le m^me), 
ou en d'autres termes qu'^ tout groupe de points voisins sur I'une 
des courbes r^pond sur la courbe transform^c un groupe de m^me 
nature. 

11 r^sulte, par exemple, de la que la courbe de coincidence qui 
repond^une correspondance donnc^e sur une courbe ^possede la 
propriety del'invariancenon-seulement vis-a-vis des transformations 

Clebscb. — GeomStrie, II. 14 
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lin^aires, mais encore vis-^-vis des transformations Cremona (';. 

JNous consid^rerons dans ce qui suit une application de la 
th^orie developp^e ici. L'observation que, dans une transfor- 
mation Cremona, a tout point multiple d*une courbe pris pour 
point fondamental correspondent sur la nouvelle courbe de> 
points s^par^s, pent serv\r a transformer une courbe donnee 
ayant des points singuliers quelconques en une autre courbe qui 
ne possede que des points multiples ordinaires ( c'est-^-dire (le> 
points multiples a tangentes s^par^es). Par des transformatioDS 
de cette esp^ce la singularite du point multiple consid^re sera, ce 
qui est important, d^compos^e en difKrentes classes, d*une maniere 
analogue a ce que nous avons vu dans la m^thode de NewlOD. 
Cramer et Puiseux(*). Si dans les recherches en question nou< 
employons uniquement des transformations quadratiques, il nV a 
la n^anmoins aucuneparticularisation,puisque toutes les transfor- 
mations Cremona ont ces derni^res pour ^l^ments (p. 207). 

Pour la discussion approfondie des faits dont il s'agit, adoiet- 
Ions en premier lieu que la courbe consid^r^e C poss^de en P un 
point multiple d'ordre i k tangentes s^par^es. Appliquons a C la 
transformation quadra tique 

dont le point fondamental (x< = o, Xa==o) sera suppose situe 
en P. Au point P de C correspondent sur la nouvelle courbe C' 
{points s^par^s sur la droite^3= <^ (p- 191 ), et la singularite de P 
est par suite ^puis^e. 

Supposons en second lieu que toutes les 1 branches de C se 
confondcnt enP, mais neanmoins de telle sorte que deux branches 
quelconques n'aient entre elles qu'un contact simple, et par conse- 
quent ne se confondent qu^au premier ordre d^infinimcnt pelil5. 
L^equation de notre courbe C suppos^e d'ordre n sera 

(*) Voir left exemples relatifs k de semblables courbeft, p. i54, i56, 160 et p. i;i< 
note I. 

(') Voir, pour ce qui suit, NOtbeb, Gotfinger Nachrichten, 1871, p. 267, etMarh. 
Annalen, t. IX. La posftibilite de la transformation citee se deduit aussi de cons)<i^ 
rations sur les courbes de I'espace. Voir Halpiien, Sur certaines perspectives gauches 
ues courbes planes algebriques {Comptes rendus, i5 mars iS^S). 
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et par la transformation quadratlque pr^c^dente elle devient 

Cette courbe a, comme r^pondant au point P de C, i points con- 
secutifs communs avec ^^3=0 au point de renconlre de cette ligne 
avec la droite X|^2-f- Xj^i = o, sans y avoir de point multiple; 
une separation nouvelle de ces points voisins n'est done possible 
par aucune transformation rationnelle. Nous disons roaintenant 
que la reduction subie par la classe n[n — i) de C, par suite de la 
singularity P, est 6gale 4 1(1 — i) -hi — i . L* influence de la singu- 
lar ite sur la classe est done la md/ne que si le point singulier P 

etait remplace par -i[i — i) points doubles ordinaires, parmi 

lesquels seraient compiis i — i points de rebroussement ; et, con- 
form^ment a cette id^e, nous nous exprimerons souvent comme si 
la singularity avait pris naissance par le rapprochement graduel 
des singularites simples pr^cit^es( * ). Pour le d^montrer, observons 
qu'auxlignes menses par le point Q(X| = o, j:3=o) correspondent 
sur le plan E^ les lignes droites passant par le point 

Q'(ri = o,j3=o), 

landis qu^en g^n^ral k une droite sur Ex correspond une co- 
nique sur E^, et r^ciproquement. Or, comme les points voisins 
(le C se Iransforment en points voisins de C, le nombre des tan- 
gentes que Ton pent mener de Q a C sera n^cessairement ^gal au 
nombre de celles menses de Q' & C, les tangentes qui ont leur 
point de contact en Q' mfime ne devant pas 6tre compt^es. II est 
egalement ais^ de justifier directement cette proposition a Faidc 
des propositions ci-dessus [voir p. 19a). En effet, la courbe C passe 
i fois par le point fondamental Xf = 0,0:2= o, et ne passe au con- 
traire pas par les deux autres points fondamentaux ; la courbe G 
est done de Tordre 2/z — i et a au point ^'4 = o,j"i = o un point 
multiple d'ordre 71, tandis qu'elle a en chacun des deux autres 
points fondamentaux un point multiple d'ordre n — i, tous k tan- 
entes separ^es. Si maintenant $ designe Tinfluence que tous les 






(') II n'est d'ailleurs nuUement deiuontre par notre resolution d'un point singulier 
quan point semblable puisse 6tre remplace dans tous les problemcs qui se presontent 
par los singularites simples qui s'en dcduiscnt. 

«4 
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autrcs points singuliers de G (lesquels existent egalement dans Ci 
exercenl sur la classe de C, cette derni^re devient 

A-'= (2/7 — i)[in — i — i) — $ — n[n — 1) — 2(/i — i][n — / — i). 

En vertu de la multiplicity ^nonc^e du point Q', le nombre des 
tangentes menees de ce point a G est ^gal a 

A:' — 2(« >_ /) zzi /?(/i — i) — (J — / [/ — i). 

Mais ce nombre est egal k la classe de C augment^e du nombre des 
points de rebroussement r^unis en Q ; done, puisque Q n'a pas ele 
pris sur C, il est en fait ^gal au nombre des droitcs passant par Q 
qui rencontrent G en deux, points voisins. Notre proposition inter- 
m^diaire est ainsi demontree. 

Parmi les A' — 2(71 — i) tangentes issues de Q', lalignejj = o 
est comprise i — 1 fois, car sur elle sont situ(^s i points voisins 
de G. Mais ces derniers proviennent du point P en vertu de la 
transformation; la ligne Q'P' comple done de m^me * — 1 fois 
comme tangentc de C, c'est-4-dire que la classe de C est 

A=/i(/i — i) — ^ — /(/ — i) — (/ — i) c. Q. r. D. 

Admettons en troisieme lieu que le coefficient de j:J"' dans C 
renferme le facteur x, j:< -4- xjOTq a la /'*"• puissance [l=i)\ l^s 
autres facteurs de j:J~' peuvent aussi se decomposer en diflKrenls 
groupes a valeurs multiples, ce qui n^cessiterait une ^tude tout a 
fait analogue ; mais, dans tous les cas, Texamen suivant de la rela- 
tion AeJ vis-a-vis du facteur multiple d*ordre /dont il a ^te parleest 
independant de cette question. Nous admettons, d^ailleurs, que 
le facteur X|X| -+- XaO^a entre dans le coefficient de xj"'"'", c'est-a- 
dire Adins fi^r{x\}0C2)j pour r = i, 2,. . ., /, au moins /| — r fois, 
avec Thypoth^se l\ S I. Alors dans G le premier terme de Tordre / 
s*^vanouit et tous les termes suivants sont nuls a Tordre /|. La 
nouvelle courbe G a done, au point d'intersection de 73 = 
avec Xj^i -+- X| j^'2= o, un point multiple d'ordre /| dont, en general, 
les branches ne serontpas toutes tangentes a la ligne ^'3 = 0. Par 
ce point multiple seront absorbdes /| des / intersections dej3=o 
avec G qui y sont situ^es, et il n'en reste plus que / — /, voisines 
les unes des autres. Done, d*une mani^re tout a fait analogue a co 
qui se passait au cas precedent, le point P de C, tant qu'il s'agil 



des / branches par nous consid^r^es, est Equivalent k -l[l — i) 

points doubles, parmi lesquels se trouvent / — /| points de re- 
broussement, et k un point multiple dWdre /| — i. Ce dernier est 

equivalent k -'li[l\ — i) points doubles si ses 1% tangentes sont 

toules distinctes les unes des autres; dans ce cas, la recherche de 
la branche multiple d'ordre /< que nous consid^rions est termin^e. 
Dans le cas contraire le point multiple doit £tre soumis k un plus 
ample examen. Get examen se fait absolument de mdme, en mo- 
diGant la courbe C par une transformation quadratique dont un 
point fondamental est situE au point multiple d^ordre /^ et ainsi 
de suite. G^om^triquement, on doit se figurer la singularite de P 
comme Etant telle que parmi les i branches]/ coincident, que 
parmi ces derni^res /« ont encore en commun un autre point voisin, 
que par suite un point multiple d'ordre /| s'est injiniment rap^ 
proche du point multiple d'ordre i, et eel a dans une direction 
suiuant laquelle I tangentes du point d'ordre i se confondent. 

Cette consideration est justijiee, au moins pour les problemes 
qui ne sont pas influences au fond par les transformations h de- 
termination unique. 

Un probUme de cette esp^ce est celui de la determination de la 
classe de G ; on pent eifectuer cette determination comme on Fa 
fait pr^cedemment a I'aide des deux points Q et Q'. Si nous sup* 
posoDs que les autres i — / branches du pointmultiple Pne donnent 
pas lieu a d^autres recherches et que les tangentes du point mul- 
tiple d^ordre /| r^cemment trouvE ne coincident pas par groupes; 
la classe de G' sera 

V=(si/i — 0(2/1 — / — i) — § — n[n — i) 

— 2(/I — /)(/l — / — l)— /i(/i— l). 

La classe h de la courbe G est egale au nombre des tangentes qui 
peuvent ^tre menses de Q' a G', et qui sont differentes des n — i 
tangentes du point multiple d'ordre n — lenQ' (chacune de ces 
tangentes comptant double) et de la ligne j'3 =: o. Or, dans le cas 
actuel, une branche du point multiple d'ordre /< touche la ligne 
j,= o, et cette branche est de Tordre / — /| ; done / — U des A' 
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tangentes issues de Q' coincident avec yj=o. On a en conse- 
quence 

23) \ } \ i) 

Done, ici encore, la classe se determine conform^ment a la defi- 
nition g^om^trique du point singulier que nous avons recemmenl 
donnee. 

Nous ^claircirons ce qui pr^c^de par Texeinple suivant. Suppo- 
sons une courbe du 2/i'*"" ordre a point multiple d'ordre a/i — a 
en P { j:« = o, j:2= o) donnee par T^quation 

rindice inf^rieur de/' indiquant encore Tordre des deux fonctions 
homog^nesy'en X|,X2. En efiectuant la transformation (22), nous 
obtenons la courbe 

c'=r;r|[/i,^i(j,.ji)]'4-/,„(j-„j,).ji=o. 

Au point singulier de G correspondent sur C les n — i points 
doubles ordinaires d^termin^s par j^J = o eij'n^i (j'2»J^i ) := o. II 
se forme done d'abord n — i classes dont chacune se decompose 
ensuite en deux points, c'est-a-dire que G a en P un point multiple 
d'ordre 2(71 — 2) k n — i tangentes s^par^es sur chacune des- 
quelles est encore situe un point double voisin de P, en d^autres 
termes, au point P se trouvent n — i contacts de la courbe C avec 
elle-m^me (p. 39). Le nombre des points doubles s^pares aux- 
quels ^quivaut P est done finalemcnt ^gal k 

- (2/1 — 2) (2/1 — 3) H- 72 — I = 2(« — 1)*. 

On voit clairement par ce qui precede comment en continuant 
ce proc^d^, on arrivera enfin, apr^s un nomhrejini d*op6rations, a 
une courbe ne poss^dant que des points ordinaires voisins les uns 
des aulres ou s^par^s; en effet, deux branches de courbcs ne 
peuvent serencontrer qu'en un nomhrejini de points voisins. Ac- 
tuellement, poursimplifier le langage, nous exprimerons la degene- 
ration d'un point double en un point de rebroussement en disant 
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que du point double s'est rapproche iin point de ramification ( * ). 
Nous avoDS alors la proposition suivante : 

T'out point multiple d^ordre i d'une courbe algebrique peat, 
par des transformations Cremona, dtre resolu en un point mul* 
tiple ordinaire d'ordre i, auquel s' adjoignent de la maniere pre- 
cedente un nombre determine de points de ramijication, et en unc 
serie de points multiples d'ordre /| , /a , . . • {la somme Z| -f- Za -+- . . . 
etant inferieure ou egale ^ i), qui renferment chacun un certain 
nombre de points de ramification. 

La resolution du point multiple eOectu^e ici est en connexion 
elroite avec la r^gle de Cramer prec^demment enonc^e, et avec Ics 
developpements en s^rie par lesquels )a singularity en question 
pouvait ^tre de m^me d^finie. En eflFet, ces derniers dt^veloppc- 
ments ont et^ aussi obtenus par des transformations successives; 
toutefois celles-ci n'^taient univoques que pour le voisinage du 
point considere et non pour tout le plan (comme, par ex.emple, la 
transformation X =: o/P, ^ =J^'*> P- 35). On pent, du reste, arriver 
^galement par des transformations quadratiques successives aux 
dt^veloppements en s^rie que fournit la m^thode de M. Puiseux ; tou- 
tefois nous n'entrerons pas ici dans Texamen des details neces- 
saires(^). 



(*) Cette denomination est empruntee a la tbeorie des surfaces de Riemann. Les 
points de ramification de celles-ci correspondent, en efTet, aux points de contact dos 
tangentes proprcment dites roenees du point h Tinfini sur Taxe Y a la courbe. Mais, 
parmi ces derni^res, Tune se rapprocbe ind^finiment du point double (d'aprds Ics 
formules de PliiclKer) si ce dernier devient un point de rebroussement, de sorie que 
tout point de rebroussement donne lieu h un point de ramification de la surface de 
Riemann. 

(*) Voir sur ce sujet NOtber (/oc. cit\ § 3. II est avantageux, pour le cas dont il 
s*agit, d'employer la transformation quadratique speciale 

dont deux des trois points foudamentaux sont situes infiniment pres Tun de Tautre. 
Elle donne pour x, = *, ar, =^-, x, := i\y^= J^S^i "^f^Jt = ' la substitution 
Jf = j/, ^ = x^y employee par Hamburger {^Zeitschrift de Sciiloxilch, t. XVI, p. 474 
et suiv. ), et K5!iiGSBERGEH {Theorie der elliptischen Functionen, Leipzig, 187/1, p. 471 
et sniT.). 

Shito a, dans ces derniers temps, donne une theorie approfondie des points sin- 
guliers bases sur la methode de Puiseux, et a aussi determine directement leur 
influence sur les formules de Plucker (voir Proceedings of the London mathematical 
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Nous appliquerons dans ce qui suit les r^sultats obtenus a la 
tJieorie desfortnules de Pliicher. 

Pour determiner la classe d'une courbe C poss^dant des singu- 
larit^s quelconques, il faut la transformer d'apr^s ce qui precede. 
Si nous supposons que Ton a ainsi trouv^ que les points singuliers 
de C sont Equivalents k un certain nombre de points multiples 
d'ordre 9/ (i = i , a . . . ,) dont chacun ne possede que des tangenles 
sEpar^es, et que le nombre total des points de ramification qui sont 
r^unis aux difFErents points singuliers soit Egal k x, on aura pour 
la classe de G 

(24) k — ii[n'^\) —lqi{qi— i) — "/-, 

ainsi qu*on le deduit facilement de la continuation du procede 
employ 6 dans I'Equation (aS). On reconnait par 1^ que Tensemble 
des points singuliers est Equivalent k d points doubles et r points 
de rebroussement si 

(25) r/= -2;7/[<7/— i) — •/., r = A., 

En eflet, il vient alors 

(26) k-=iri[n — 1) — id — 3/-. 

On pent, par des considerations correlatives des precedentes au 
point de vue dualistique, exprimer inversement n par A*. On doildans 
ce but remplacerla courbe C par la courbe r^ciproque K, c'est-a-dire 
par celle qui en derive au moyen d^une transformation dualistique 
(t. I, p. 329). Aux tangentes multiples de C correspondent des 
points multiples deK; ces dernicrs devront Etre resolus suivanl 
notre m^thode par des transformations rationnelles. En admettant 
quails aient ete ainsi trouvEs equivalents ax' points de ramification 
et k un certain nombre de points multiples ordinaires d'ordre^'^, 
la classe de *K, c'est-a-dire I'ordre de C, sera donn^e par 



Society, t. VI, p. 1 53; 1876. Des recherches semblables ont ^te pounuivies par M.Hu- 
PDEM ; dies n'ont ^te jusqu'ici publiees que par exlraits : Comptes rendus^ t. LXXVIII, 
p. iioS, 1874* et t. LXXX, p. 97; 1875. 
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relation oit 

{28) , = l2q',{q',-j)-*', «- = ■/. 

Enfin on peut montrer que ies nombres w, /r, rf, r, ty w satisfont 
a requation dualistique par rapport k eile m£me 

;'29) (/I — 1) (/I— 2) — -irf— 2ri= (X: — i) (/■ — 2) — 2/— • 2«', 

qui s'est pr^sent^e aussi dans Ies nombres pluck^riens (p. 65). 
Pour le verifier, nous ferons usage d'un th^or^me dont nous avons 
deja parl^ plusieurs fois et que nous d^montrerons plus tard d'une 
mani^re approfondie ; ce th^oreme est le suivant : 

Deux courbes liees point par point I'une a I'autre par une 
relation uniuoque (^ determination unique) et dont chacune ne 
possede comme singulariles que des points multiples ordinaires, 
appartiennent au mSme genre, 

D^terminons d'abord le genre p de la courbe C dont la classe a 
^le donn^e par (23). Les singularit^s dc C auxquelles se r^fere le 
nombre 3 qui figure dans cette relation exerceront sur le genre 
de C une influence ^gale, par exemple, a d'; on aura alors 

p= - (2/1 — / — i) (2/1 — / — 2) — ^' 

On peut d'une mani^re semblable calculer le genre de la courbe 
apr^s chaque transformation. On a finalement une courbe C ne 
poss^dant que des singularit^s ordinaires et dont le genre se Irouve 
egal a 

I 3o) 



( =;^(«-l)(/I-2)— c/-r. 



Nous definissons ce nombre comme le genre de la courbe G. Nous 
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y sommes autorises si nous d^montrons que le nombre dont il s'agit 
est dualistique k lui-m^me conform ^ment k F^quation (29) (')• 

La courbe r^ciproque designee par K peut ^tre transform^e en 
une courbe K'n'ayant que des points multiples ordinaires; alors 
son genre est, d'apr^s la definition qui vient d'etre donn^e, egal ao 
genre de R', c'est-^-dire egal a 

Or, K' est lie a K et cons^quemment aussi a C et C, par une rela- 
tion ^determination unique; le th^oreme cite plus haut surTega- 
lite du genre est done applicable aux courbes C et K', et ron a 
par suite aussi 

= -^A- — 1) (X- — 2) — t — ri', C. Q. F. D. 

En r^sumant ce qui precede, nous arrivons au theor^me suivant 
e nonce d'abord par Cayley (^) : 

En tant qu'il s^agit des formules de Pliicker^ toiis les points 
singuliers d'une courbe algebrique peui^enl etre consideres 
comme equivalents h d points doubles et r points de rebroussement, 
et de meme toutes les tangentes singulieres peuv^ent etre const- 
derees comme equivalentes h t tangentes doubles et w tangentes 
d' inflexion^ les nombres rf, r, t, w etant determines de la nianiere 
indiquee par les formules (a5) e?^ (28). Les formules de Pliicher 
sont alors donnees par (26), (27) ef (29) oupar 

O.p — 2rr:/-|-r — in 

- - n -\-iv — ik 

—- n(^/i — 3 ) — 2r/ — 3 r 

^"X(X— 3) — 2r--3H'. 



(*) Le faifc que le nombre p reste inTariable dans toutea les transformatious 
univoques se conclut immediatement de considerations semblables a celles appliqueet 
dans ce qui suit aux courbes G et K. Sur la determination dep, voir auasi HaubuIi 
Sur un point de la thSorie des fonctions abeliennes (Comptes rendtts, ag juiii 187^). 

(*) yoir le Memoire deja cite do Catlet, Quarterly j'otirnal, t. VII. 
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II est k remarquer que les nombres ty w dans ces forniules ne 
donnent pas imm^diatement le nombre des tangentes singuli^res 
ordinaires de C; car les tangentes des diff^rentes branches d^un 
point singulier peuvent ^tre en m^me temps des tangentes singu- 
lieresy de telle sorte que les points de la courbe r^ciproque K qui 
leur correspondent sont en m6me temps des points multiples de 
cette courbe. C^est done par une ^tude approfondie des points 
correspondants de la courbe r^ciproque que Ton d^cidera combien 
des t-hw tangentes singuli^res de C sont absorbees par les points 
singuliers. 
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CHAPITRE II. 



LES COURBES DE TROISlfeME ORDRE OU DE TROISIi^E CLASSE. 



I. — Le systems des points d'inflezion. 

Nous entreprenons 4 present d'appliquer sp^cialement aux 
courbes du troisieme ordre les th^or^mes et les id^es g^n^rales qui 
precedent (^), et dans cette ^tude nous considererons les points 
suivants : 

i^ La relation de ces courbes avec la th^orie des polaires el 
avec les formules de Pliicker, et surtout la situation des neuf points 
d^inflexion; notre int^r^t principal se concentrera sur la th^orie 
de ces derniers, qui se pr^sentent pour la premiere fois dans les 
courbes du troisieme ordre ; 

2® L'exposition de leurs propri^t^s au moyen de la theorie des 
formes cubiques ternaires ; 

3** La geometric sur une courbe du troisieme ordre : pour cet 
objet, les applications de la theorie des fonctions elliptiques nous 
feront connaitre des moyens auxiliaires enti^rement nouveaux; 



(*) Pour le developpement de la thdoric de ces courbes, les traTauz les plus impor- 
tauts sont les suivants : Newton, Enumeratio linearum tertii ordinis; MACLAirin, De 
linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus (fcraduit en fran^ais par 
DE Jo!(QUiErbs, M^lemges de Geometric pure,'p. 197, Paris, i856); Pluceee, Sjstem des 
aneUytischen Geometrie; Hesse, Journal de Crelle, t. 28, 36et38; Catlet, Phihio- 
phical Transactions, t. 147, ftinsi que les Ouvrages plusieurs fois cit^ de Salmoo. 
Cremona et Ch as] es (G^omStrie supirieure), Une exposition d'ensemble des theories 
g^ometriques a et^ aussi donn^e par Dur^e : Die ebenen Curven driiter Ordnung, 
Leipzig, 1871. Nous renvoyons k ce dernier OuTrage pour les deTcloppements plus 
etendus sur certains points particuliers de la theorie; on y trouve &ussi des indications 
bibliographiques plus detaillecs. 
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4° Les courbes du troisi^me ordre k points multiples et les 
degenerations de ces courbes. 

Nous nous demanderons d'abord comment on peut en general 
considerer une courbe du troisi^me ordre ; aurons-nous, en nous 
basant sur la forme exterieure, k distinguerplusieurs types projec- 
tifs differentSy ou bien, comme dans les coniques, une courbe r^elle 
quelconque peut-elle ^tre chang^e par collin^ation r^elle (ou par 
deformation continue) en une autre courbe r^elle quelconque? 11 
est a peine n^cessaire de faiVe remarquer que pour ces considera- 
tions de forme tons les coefficients de Tequation de la courbe 
doivent ^tre supposes reels. Une courbe entierement imaginaire 
ne peut posseder au plus que neuf points reels, a savoir les points 
d'intersection des courbes reellesy^= o et 9 = o, dans le cas ou la 
courbe imaginaire est represen table sous la forme 



en supposant que ces points d'intersection soient reels. D'ailleurs, 
aucune hypothese sur la realite des coefficients n'est necessaire 
pour les recberches algebriques ulterieures. 

Une courbe redle du troisi^me ordre est toujours rencontree 
par une droite en trois points reels ou en deux points conjugues 
imaginairement et un point red, et dans le plan il existe toujours 
des droites des deux esp^ces. Si, en effet, Ton part d'une droite a 
trois points d'intersection reds, et qu'on la fasse tourner autour 
d'un quelconque de ses points, elle arrivera insensiblement, d'apres 
la loi de continuite, a une position ou les deux intersections coin- 
cideront. Si Ton continue la rotation au dela de cette position 
limite, les deux points deviendront necessairement imaginaires, 
car autrement le point de contact de la position limite serait un 
point double de la courbe C3 ; or, nous excluons provisoirement 
Texistence d'un point semblable. Ainsi on sera en fait conduit a 
une droite ayant un seul point d'intersection red, et en partant de 
cette demiere on peut employer le m^me procede en sens inverse. 
En particulier aussi la droite de Tinfini rencontrera la courbe en un 
ou trois points reds ; si done nous designons sous le nom d^asyni- 
plote la tangenle a une courbe en Tun de ses points a Tinfini, nous 
avons ce theorem e : 

Toute courbe reelle du troisieme ordre a au moins une asym- 
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ptote reelle et peat toujours etre projetee suivant une courhe qui 
na qitune seule asymptote reelle. 

Pour notre but imm^diat nous avons encore a d^montrer la pro- 
position suivante : 

Toute courhe reelle du troisieme ordre a trois points d' in- 
flexion reels. 

Plus tard seulement nous montrerons qu^il ne peut pas y avoir 
un plus grand nombre de ces points qui soient r^els. 

En effet, ainsi qu'il a 6t6 demontr^, nous pouvons toujours 
prendre la courbe de telle raani^re qu'elle neposs^de qu'une branchc 
s'etendant k I'infini, et cette branche doit n^cessairement parcou- 
rir d'un trait continu Tespace compris entre les deux points A 
et B {fg' 23), ou elle commence k s'approcher de Tasjinptote. 

Fig. 2.3. 



Or, on peut admettre que les points A et B sont situ^s d'un cole 
different de Tasymptote, comme dans Thyperbole, car dans le cas 
contraire le point k Tinfini sur Tasymptote serait un point d'in- 
flexion, cc qu'on ^viteraparune transformation lin^aire convenablc. 
Sur les deux c6t^s la courbe s'eloigne d'abord de cette ligne; si 
done les deux parties doivcnt se rapprocher pour former un trail 
suivi, elles doivent n<$cessairement changer leurs courbures, cVsl- 
a-dire former quelque part, en W| et Wj par exemple, deux points 
d'inflexion. Or, parlaprennent naissance deux parties de la branche 
ayantune courbure de sens inverse, et leur reunion n'est possible 
qu'en un troisieme point d 'inflexion tel que W3. Noire theoi*eme 
est done demontre. 
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La branche de courbe detente ici est couple par toute droite 
reelle du ptan en un point r^el unique ; la courbe ne pent done plus 
comprendre qu'une branche qui soil rencontree par une droite en 
deux points r^els au plus, c'est-^-dire un ovale. Mais cette partie 
peut manquer aussi enti^rement. Nous obtenons ainsi les deux 
types suivantspour les formes possibles d^une courbe du troisieme 
ordre : 

1° Courbe unipartite, se composant d'unc branche unique k 
Irois points d^infiexion (i dans Istjig, 24); 

a** Courbe bipartite, se composant d'une branche semblable et 
d'un ovale situ^ en dehors de cette premiere partie (3 dans la 

J'g' 24). 

On peut envisager comme courbe de passage entre les deux 

especes la courbe a point double (2 dans ^^Jig* 24). 

Fig. 24. 




■W" 






Saivant la mani^re dont on se la Ggurera d^river d'une courbe g^- 
nerale du troisieme ordre, on sera conduit a une courbe unipartite 
ou bipartite, comme \difig. 24 le fait suffisammentapercevoir. Par 
ceprocede de passage se Irouve en m^me temps donn^e la demons- 
tration, non encore fournie dans ce qui precede, de Texistence des 
deux types pr^sent^s ( * ). 



(') Des raisonneraents semblables sont au surplus Trais a I'egard des courbes 
d*ordre quelconque. Une courbe se compose de difierentes branches ayan tun parcours 
separe, que Ton devra, d'aprds von Staudt [Geometric der Lage^ Nurnberg, 1847, 
p> 81), diviser en pcures et impcdres, Une branche impaire peut, comme la branche a 
trois points d'inflexion dans la courbe C„ 6tre engendree par deformation d'une 
droite, une branche paire au contraire par deformation d'une conique. Deux branches 
impaires se coupent toujonrs ; par consequent, une courbe sans point double ne 
pent renfermer qu'une seule branche de cette espece au plus. Une courbe d'ordre 
impair sans point double en comprendra toujours une; une courbe generale d'ordre 
pair se compose uniquement de branches paires. f'oir aussi Klein, Math, jinnalen, 
!• "VI, p. a-7, el Zbctbbn, ibid.f t. Vll, p. ^\o. 



22^ ''OME 11. — CBAPITBE II. 

La forme d'une courbe du troisi^me ordre peut d^ailleurs difKrer 
beaucoup en appareDce de celles representees dans i^Jig' M, i^i 
Tovale est divis^ en deux parlies par la droite de rinfini, si l^undes 
points d^inflexion s'eloigne k Tinfini, etc. ; et Ton oblient ainsi, sui- 
vant ces diverses dispositions par rapport a la droite de I'inGni, Ics 
diff^rentes variet^s de courbes du troisi^me ordre, telles qu elles 
sont indiqu6es dans les classifications de Newton, Cramer, Pliicker, 
Mobius et Cayley ( * ). Notre classification fondamentale en courbes 
unipartites ou bipartites ne signifie pas, d'ailleurs, que toutesles 
courbes d'une classe puissent ^tre transformees les unes dans les 
autres par collin^ation. Cette transformation n^est au contraire 
pas possible; car une courbe du troisieme ordre a, comme nous 
le verrons plus tard, un invariant absolu, et cet invariant doit avoir 
la m6me valeur pour deux courbes si elles sont transformables 
lin^airement Tune dans Tautre (^). 

Nous rcsumerons d'abord bri^vement dans ce qui suit une serie 
de theoremes qui resultent imm^diatement des ddveloppeinenl> 
generaux donnes precederament, en particularisant settlement les 
nombres qui y figurent, ce qui nous conduira immediatement a 
des proposixions importantes sur la situation des points d'inflexion. 

La courbe du troisieme ordre (/^a^z= o) est en g^n^ral de la 
sixi^me classe (t. I, p. 347 ®^ ^* ^'» P- ^^) '» autrement dit, on peut 
d*un point quelconque j" lui mener six tangentes. Les six points de 
contact de ces dernieres sont situes sur la conique a^ay = o qui e^l 
la premiere polaire dej^ (?• 7) • Toutes les premieres polaircs forment 
un r6seau de coniques; parmi elles il s^en trouve un nombre infini 



(') Foir sur ce sujct Salmon , Higher plane Curves, 

(*) La courbe C, a, en effet, deux invariants S et T, tels que S' divise par T' est 
rinvariant absolu {'voir plus bas). La condition d'existence d'un point double est 
alora S' — 6T*= o ; a la distinction de deux types de C, correspond la separation des 
cas dans le^quels la valeur de S' — 61' est> ou <o, ainsi qu'il resulto de la consi- 
deration des quatre tangentes issues d'un point de la branche impaire, si Ton fait 
usage des theoremes sur la realite des racines d'une equation du quatri^me degre 
(Clebscu, Theorie der bindren Formerly p. 160 et 4^8). Voir la fln de la 5* Section 
de ce Chapitre. 

Pour les courbes d'ordre supericur, on a ce th^or^me : 

Une courbe de genre p ne peut avoir plus de p-hi branches ^ et dans un ordre donni ff, 
(/I— !}(« — 2) etant igal ou sup^rieur a p^ il existe tou jours des courbes ajattt 
cette valeur maxima. Fair Habrack, Math, jinnalen, t. X, p. 189. 
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ayanl un point double, c'est-a-dire se d^composant en un couple 
de droites. Le lieu des p6les relatifs a ces coniques est une courbe 
Ju troisi^me ordre (form^e en ^galant a z^ro le determinant des 
secondes d^rivees), la hessienne (p. ii) 

[abc)*aybyCy =■ o, 

qui coupe la courbe primitive aux neuf points d'inflexion. Son 
equation s'obtient en ^liminant les quantites x entre les trois 
equations 

k 



ou Ton a fik = rz -r — r— ct oil les quantites or/sont les coordonn^es 

(iu point double r^pondant ^j^. Or ces Equations ne varient pas 
si Ton permute les xi et lesj)<i, et de la r^sulte ce th^or^me : 

La hessienne et la steinerienne d^ une courbe du troisienie ordre 
sont identiques. 

On deduit encore de la cette proposition : 

La polaire lineaire d^un point y de la hessienne louche cette 
courbe au point double de la premiere polaire de y. 

Nous insisterons, mais plus tard seulement, sur les propri^tes de 

la cayleyenne ou courbe enveloppee par les lignes xy* 

Nous pouvons facilement aussi donner I'equation du produit 
<les six tangentes issues de j^. Si, en effet, x est un point d'une telle 
langente, T^quation 

/(x H- Xr) =/ H- 3XD/4- 3)L«DV-+- 5i»DV=: o, 

dans laquelle /=ai, !>/'= a^a^, D^/== a^^a*, D^y= a^., doit 
donner pour X deux racines ^gales ; autrement dit, son discriminant 
doit s^annuler. Le produit des six tangentes issues d'un point y 
est done donne (t. I, p. 27a) par 

1.^ 4[/D*/~ (D/)«][D/DV-(DV)'] -[/!>'/- I>/DV? = o. 

Si le pdle j devient un point de la courbe, deux des tangentes 
qui en sont issues se confondent avec la tangente de ce point, et 
la courbe primitive y sera touch^e par sa polaire. En eflfet, T^qua- 

Clebsch. — Geomdtrie, 1I« 1 5 



/ 
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tion (i) devient divisible dans ie cas de li^f=o par le facteur 
{ D^y )* ; d*un point de la courbe on peut done mener a celle-ci 
encore quatre tangentes donnecs p€ir 

(2) 4/DV~3(D/)»=o. 

Lorsquej^ a celte silualion, les points de la premiere polaire se 
d^finiront g^om^triquement d'uDe mani^re aussi simple que dans 
les coniques. Soil z le second point d'intersection d^un rayon issu 
dej^ avee la polaire, de telle sorte que ciydl = o. Si Ton cherche 
les points de rencontre j^ -hXr durayon avec la courbe primitive, 
on obtient Za/^Mz -+- X^a' = o, c'est-a-dire une Equation du second 
degr^ seulement relativement k X, d'oiJi ce qui suit: 

Si I' on cherche sur les rayons menes par un pointy de la courbe 
le point quatrieme harmonique a y et aux deux autres points 
d' intersection, ce point decrit la premiere polaire de y, Cela 
r^sulte immediatement aussi de nos th^or^mesg^n^raux precedents 
sur les syst^mes polaires dans les formes binaires (t. I, p. a53). 

Si enfin le p6lej^ est undesneuf points d'inflexion,j^etanlalor5 
situd en m^mc temps sur la hessienne, la polaire se decompose en 
deux droites, savoir: la tangente d'inflexion (puisque la polaire est 
tangenle a la courbe) (*), et une autre droite r^pondant au point 
d'inflexion, la droile harmonique. D^un point d ^inflexion on ne 
peut done plus mener que trois tangentes h la courbe; leurs points 
de contact sont les trois points ou la droite harmonique donl 
il a H6 parl6 rencontre la courbe. D'apr^s le th^or^me prece- 
dent , la droite harmonique elle-mdme est d^ailleurs le lieu 
du point quatrieme harmonique au point d' inflexion et aux deux 
autres points d' intersection des rayons issus de ce dernier avec la 
courbe. 

Pour discuter maintenant de plus pr^sla situation respective des 
points d'in flexion y attachons-nou's k notre th^or^me fondamental 
sur les syst^mes de points d'intersection, lequel ^nonce, relative- 



(*) Ce contact ne peut pas, en fait, ^tre un contact improprcment dit, c'est-4-dire 
proYenir, par exemple, de ce que le point double de la polaire dccomposee seratt 
situe au point d*inflezion; car, autrement, on pourrait encore mener dn point 
d'inflexion quatre tangentes a la courbe C,, tandis que Tune d'elles doit eTidemmeDt 
6tre situee inflniment pr^s de la tangente d'inflexion. 
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ment aux courbes de troisi^me ordre, que toutes les courbes de 
cette esp&ce ayant buit points communs passent encore par ua 
neuvi^me point d^termin^ (p. i33). C'est ce tb^or^me qui nous a 
d^j^ fourni une demonstration simple du tb^or^me de Pascal. 
Nous en ferons ici une autre application. Surlacourbe consid^r^e 
prenons trois points A^ A2> A3 situes sur la droite a, et ^galement 
troi's points Bf, 62, B3 sur une seconde droite b\ tra^ons ensuite 
trois autres lignes joignant un point A avec un point B, par exemple 

les lignes A| B^ A2 B2, A3 B3. Ces lignes pourront 6tre d^sign^es 
respeclivement par d^ , ^2? d^ et couperont encore notre courbe 
respectivement aux points Co C2, C3. Nous disons que ces trois 
points C sont situes de m^me sur une droite c. Nous avons en effet 
trois courbes du troisi^me ordre : 

1® La courbe donn^e, 

2° Les lignes </|,^2>^3 7 
3® Les lignes a, b, c, 

qui ont buit points communs, a savoir A|, A2, Ag, B|, B2, B3, C|, 
C|, et par consequent renferment toutes aussi le neuvi^me point 
C3, ce qu'il fallait d^montrer. 

*Si done on joint divisement chacun des trois points d^intersec^ 
lion d *une droite avec une courbe du troisieme ordre h chacun 
des points dHntersection d^ une autre droite, ces lignes de jonc- 
tion coupent encore la courbe en trois points situes en ligne droite. 

On peut de cette mani^re construire une infinite de canevas dc 
six droitesy dont neuf sommets sont toujours situes sur une courbe 
du troisieme ordre. Par un cboix particulier de ces syst^mes, nous 
serons ramenes aux points d*inflexion. Rapprocbons d'abord les 
droites a elb infiniment Tune de Tautre, de sorte qu'un point A/ 
et un point 6/ deviennent infiniment voisins. Alors les lignes d^ , 
di, di sont les tangentes de la courbe aux points A|, h.2y A3, et 
nous avons ce theoreme : 

Si les points de contact de trois tangentes a une courbe du 
troisieme ordre sont en ligne droite, leurs trois autres points 
d'' intersection sont de mdme en ligne droite. 

Si ensuite les deux droites voisines a et & passent par deux 

i5. 



aa8 TOMB II. — CBAPITRB II. 

points d'inflexion, que cons6quemraent A| ( = B|) el A2 ( = 62) 
soient deux points d^nflexion de la courbe, les lignes d^, d^ sonl 
leurs tangentes d'inflexion. Mais alors les points d'intersectioo 
restants C^, C2 de ces derni^res coincident respectivement avec 
Ao A2; autrement dit, la ligne c se confond avec la ligne a. 
Actuellement, comme les points A3, 63, C3 doivent aussi Sire situ^s 
en ligne droite, et qu'ici ils sont devenus infiniment voisinsj ils 
forment aussi un point d'inflexion de notre courbe. Done : 

Une ligne droite if ui joint deux points d' inflexion passe toujours 
en outre par un troisieme point d' inflexion ( * ). 

Les points dHnflexion ont, par suite, une situation particuliere 
les uns relativement aux autres. Par chacun d'eux passent quatre 
lignes de points d'inflexion ou lignes inflexionnelles dont cha- 
cune renferme deux des autres points d 'inflexion. II existera done 

- g, 4 = J^ lignes de cette esp^ce, puisque dans rarrangement 

actuel chaque ligne entre ^hhl fois. Nous d^signerons dans ce qui 
suit les points d'inflexion par les nombres 

I, 2, 3, 4. 5, 6, 7, 8, 9, 

et la ligne inflexionnelle renferman t les points d'inflexion i\ k, h par 
L/>A. Ainsi; par exemple, i, 2, 3 seront les trois points d'inflexion 
situ^s sur la ligne L123. Par chacun d'eux passent encore trois 
lignes inflexionnelles, en outre de L|23y de sorte que nous avons 
dix lignes en tout. II existe done encore deux autres lignes 
inflexionnelles qui ne renferment pas les points i, n, 3. Si nous 
admettons que 4; S» 6 soient situes sur une droite L456, il y aura 
une douzi^me droite L789 renfermant les points 7, 8, 9. Une telle 
combinaison de trois droiles qui renferment ensemble la totalite 
des neuf points d'inflexion est appel^e un triangle inflexionnei 
Le nombre de ces triangles se determine comme il suit. Par chaque 
point d'inflexion passent quatre lignes inflexionnelles; chacune 
doit ^tre le cdt^ d'un triangle et d'un triangle unique. Mais, comme 
le point d'inflexion consid^r6 doit entrer dans chaque triangle, ii 



(') f^oir Maclaurin {loc, ciV.), Nous ferons plus loin connaitre une di^onstraUoa 
purement algebrique de ce theorime. 
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y aura, d'une mani^re g6n6Td\e, seulementquatre triangles inflexion- 
nels. Nous pouvons par suite ^noncer ce th^or^me : 

Les neuf points d' inflexion sont siiues trois a trois sur douze 
droites, et ces droiles se rangent trois a trois en quatre groupes 
[triangles inflexionnels), de telle sorte que chaque groupe coni' 
pose de trois lignes renferme V ensemble des neuf points d' in- 
flexion. 

Dans r^tude purement alg^brique du probl^me des points 
d'intlexion telle que nous Fentreprendrons plus tard, ce th^or^me 
forme le coeur du sujet; nous ne ferons qu'esquisser brievement 
ici la marche des id^es a suivre. Du groupement pr^cit^ des neuf 
points, il resulte que I'^quation du neuvi^me degr^ qui les deter- 
mine presente un caractere tout special, k savoir la r^solubilit^ 
par radicaux. Elle doit d'abord conduire a une Equation du qua- 
trieme degr6 de laquelle dependent les quatre triangles inflexion- 
nels : decomposer alors deux de ces derniers chacun en leiirs trois 
cotes exige seulement une equation du troisi^me degr^ ; les points 
(I'interseclion des c6tes parliculiers des divers triangles sont les 
points d'inflexion. Pour determiner ces derniers, on aura done a 
resoudre, d'apres cette supputation provisoire, en dehors d'^qua- 
tlons lin^aires, seulement une Equation du quatri^me degr^ et deux 
du troisieme. Pour ^tablir T^quation du quatri^me degr^, on a 
encore besoin des d^veloppements g^ometriques qui suivent. 

La courbe donneey= o et sa hessienne A = o d^terminent le 
Taisceau y.f-^ XA = o, dont les points de base sont les neuf 
points d'inflexion. Parmi les courbes de ce faisceau sont n^ces- 
sairement compris les quatre triangles inflexionnels, car chacun 
d'eux forme une courbe evanouissante du troisieme ordre qui passe 
paries neuf points d*inflexion. Nous avons done k former relati- 

vement a r une Equation du quatri^me degre qui determine ces 

quatre courbes sp^ciales du faisceau x/*-}- ^A = o. Or, par un 
point d*inflexion passent quatre rayons qui comprennent chacun 
deux autres points d'inflexion. Nous pouvons utiliser deux de ces 
lignes pour construire la droite harmonique du point d^inflexion, 
en cherchant sur elles de la maniere indiqu^e le point quatri^me 
harmonique; la ligne qui joint ces derniers est la droite harmo- 
nique cherch6e. Cette construction depend uniquement des points 
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d*infIexion, et non de la courbe donn^e C3 ; si done une courbeCj 
passe par les neuf points d'inflexion, les points quatriemes 
harmoniques appartenant a Tun d'eux relativement k cette courbe 
sont silu^s sur une droite ; autrement dit, la polaire du point se 
decompose. Mais il n'en est ainsi que pour les points d^inflexion, 
et nous avons en consequence cet important theoreme : 

Si les neuf points de base d'unfaisceau de courbes du troisieme 
ordre sont des points d' inflexion pour Vune d'ellesj ils le seront 
pour toutes les courbes du faisceau ( * ), ou : 

Toutes les courbes du faisceau xy'-}-iA=o ont les neuf 
niSmes points d' inflexion. 

Les tangentes d'inflexion sont naturellement di{r<§rentes. 

II r^sulte en particulier de la que la hessienne de y.f-\- X A = 
est encore une courbe du faisceau. Si done nous d^signons son 
Equation par A,x = o, nous aurons 

(3) A,x = K/H-LA, 

R et L ^lant du troisieme degre en 3t, X, parce que la forme hes- 
sienne est toujours du troisieme degr^ par rapport aux coefficients 
de la forme primitive. La determination effective de ces fonc- 
tions K, L se fait a Taide de la iheorie des formes cubique> 
ternaires, sur laquelle nous insisterons plus tard. 

Parmi les courbes du faisceau syzygetique Tcf-^lA^o 
sont compris, ainsi qu'il a ete dit prec6demment, les qualre 
triangles inflexionnels. Nous pouvons les caract6riser par cette cir- 
constance que leur hessienne doit coincider avec la courbe primi- 
tive ; car sur une courbe compos^e de trois droites tout point esi 
un point d'inflexion, puisqu'il s'y trouve toujours trois points 
successifs en ligne droite. Si done la courbe xy+ 1 A = o doit se 
decomposer en trois droites. Tune des Equations 

x/h-^a = o, K/4-La = o 

sera necessairement une suite de I'autre. En eliminant les x, on 
obtient done pour Tequation du qualrieme degr^ qui determine 



(') Foir ici et pour ce qui suit Hesse {loc. ci'c). 
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les triangles inflexionnels 

(4) xL~>K=:o (»). 

De la distribution des points d^nfleiiion sur les c6t^s des quatre 
triangles, nous pouvons d'ailleurs tirer des conclusions sur leur 
r^alit^. A cet effet, nous resumerons dans un Tableau la situation 
des neuf points sur les douze c6t^s. Nous ferons pour cela usage 
du theor^me que voici : 

Si, par un point d' inflexion tel que i, passent deux lignes 
inflexioTinelles tel les que L|2a ct L147, les lignes qui joignent 
2, 3 A chacun des points 4^ ^ ne se coupent jamais en un point 
d' inflexion. 

Car si 24 et 87 se coupaienten 6, et que 5 par exemple filtle troi- 

si^me point compris dans 16, il faudrait que 8, 9 (comme ^tant les 
seuls points qui restent) fussent en ligne droite avec i aussi bien 
qu^avec6y ce qui n^est pas possible. En consequence, nous ^tabli- 
rons imm^diatement le Tableau suivantdes groupes ternaires situ^s 
sur les douze lignes inflexionnelles el formes avec les neuf points : 

/ {.) 1, 2, 3 (2) I, 4, 7 (3) ., 5, 9 (4) I, 6, 8 

(5) (5) 4. 5, 6 (6) 2, 5, 8 (7) 2, 6. 7 (8) 2, 4, 9 

' (9) 7» 8. 9 (10) 3, 6, 9 (11) 3, 4, 8 (12) 3, 5, 7 

Nous pouvons, en effet, choisir arbitrairement (i), (2), (3), (4)> 
parce que par i passent dans tons les cas quatre lignes inflexion- 
nelles. Nous pouvons ensuite, ainsi qu'il a ^16 montr^ pr^c^- 
demment, admettre que 4^ S, 6 et 7, 8, 9 sont situ^s chacun sur 
une droite, ce qui fixera (5) et (9). Nous pouvons encore joindre 
le point 2 avec4y 5 et6, et, comme les nombres 24 ^ ^5, 26n'entrent 
pas encore ensemble dans (1), (2), (3), (4), (o)i (9)> et qu'au 
contraire 4 se trouve d^j^ avec 7 dans (2), 5 avec 9 dans (3), 6 
avec 8 dans (4), nous n'avonsplus le choix, pour chacun des trois 
couples 24; 25, 26, qu^enlre deux des nombres 7, 8, 9, les autres 
nombres ne pouvant pas leur 6tre adjoin ts d'apr6s le th^or^me 
precedent. Enfin, on reconnait ^galement que, d'apr^s ces d^ter- 



(') Cette Equation sera dtudi^e plui en deiail ci-apr^s, dans la theorie det 
formes cnbiques ternaires. 
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minations, les trois lignes issues de 3 ne peuvent plus comprendre 
que les points qui figurent dans (lo), (ii), (i^)- Dans le Tableau 
ainsi form^, chaque reunion de trois groupes superposes forme un 
triangle inflexionnel ; car dans chacune entre une fois, et seulemeni 
une fois, chacun des nombres i, 2, .. ., 9. Nous pouvons repre- 
senter plus sommairement encore la loi de ce groupement, ainsi 
qu'il suit, ficrivons les neuf nombres sous la forme de determi- 
nant : 

(6) 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 



D^signons maintenant les triangles dans Tordre ou ils se pre- 
sentent dans le Tableau (5) ci-dessus par I, II, III, IV, de sorte 
que III par exemple se compose des lignes L159, L267» Lsis- ^^ 
reconnait imm^diatement I'exactitude de la r^gle suivante. 

Sont toujours en ligne droite : 

Dans I, trois points d'une ligne horizontale de (6) ; 

Dans II, trois points d'une ligne verticale de (6); 

Dans III, trois points qui, dans (6) consid^r^ comme dele^ 

minant, donnent un terme positif *, 
Dans IV, trois points qui, dans la mdme hypoth^se, donnenl 

un terme negatif. 

Mais le groupement dont il s'agit prend une forme beaucoup 
plus simple encore si Ton designe chaque point d'inflexion par 
deux nombres (comme un element d'un determinant), et qu'on 
derive par suite 00 au lieu de i, 01 au lieu de 2, etc. Nous avons 
alors les neuf points d^inflexion 



00 


01 


02 


10 


11 


12 


20 


21 


22 



et la r^gle simple : Sont en ligne droite, h i' exclusion des autres, 
les points pour lesquels la somme des premiers nombres, aussi bien 
que la somme des seconds, est divisible par 3. Cette representation 
ne parait ici presenter d'avantage qu'au point de vue de la forme: 
n^anmoins, plus tard, ^Taide de latheorie des fonctions elliptiques. 
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nous serons en situation d^assigner aux couples num^riques oo, oi 
une signiGcation r^elle, circonstance qui nous conduira directement 
au th^or^me ^nonc^ en dernier lieu. Nous nous servirons d'autant 
plus de celte mani^re d'ecrire par la suite. Si nous designons 
mainlenant par des traits d^union les lignes inflexionnelles en 
aflectant des traits parallMes aux lignes qui forment un triangle, 
nous avons le Tableau [voir, t. I, p. ao) 



s > ' 



*H« - 


— or 


- -02 -<)0- 


-Oi 

1 

1 


10- 


---li 




11 


12 III 


, 




^ \ /' 


1 



io 21' —a — ^>" -2i 



autrement dit, on a les lignes el les triangles suivants : 

I. 11. III. IV. 



00, 01, 02 


00, 


10, 20 


00, 


I I, 22 


00, 


12, 21 


10, IT, 12 


Of, 


I], 21 


01, 


12, 20 


01, 


10, 22 


20, 21, 22 


02, 


12, 22 


02, 


lO, 21 


02, 


II, 20 



cc qu'on pent exprimer en disant que dans I trois points dont 
le premier indice est constant sont en ligiie droite, que dans II 
les points en ligne droite sont ceux dont le aeuxi^me indice est 
constant, que dans III ce sont ceux dont les deux indices croissent 
d'une unit6 en passant d^un point k un autre, que dans IV ce sont 
ceux dont Tun des indices diminue d'une unit^ dans le passage, 
tandis que Tautre indice croit d'une unit^. 

Prenons un des triangles ainsi obtenus, le premier par exemple, 
pour base des considerations suivantes, et d^signons-en les som- 
mets par Ao, A|, A, et les cot^s opposes respectifs par ao, ^i, a^^ 
de telle sorte que sur ai soient situ^s les points to, ii, Z2. Si 
nous consid^rons, par exemple, les deux series de points 

(fl^i) Ao, 20, 21, 22, Ai, 
(«i) Ao, 10, 12, II, A„ 

il r^sulte de ce qui pr^c^de qu'elles sont plac^es perspectivement, 
car deux points Tun au-dessous de Tautre sont en ligne droits 
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avec oo. Mais au lieu de oo nous pouvons choisir aussi oi ou oi 
comme centre de projection, a la seule condition d'ordonner la 
s^rie Ui ainsi qu'il suit : 

{a\) Ao 12, II, lo, Aj 
(a\) Ao II, lo, 12, A,. 

Les trois series de points a^j a\j a\ sont projectives entre elles, 
puisqu'elles sont toutes perspectives k a^ ; mais elles ne se dis- 
tinguent que par permutation circulaire des ^l^ments lo, ii, la, 
et sont en consequence cyclo-projectives (t. I, p. aSo). La nidme 
chose a lieu pour les autres triangles et les autres lignes, de sorte 
que nous pouvons ^noncer ce th^or^me : 

Si Von considere les trois points d' inflexion situes sur une 
ligne inflexion nelle comme un sjsteme cyclo-projectif, les deux 
elements fondamentaux Jixes seront donnes par les sommeis du 
trianglb injlexionnel correspondant qui sont situes sur cette 
ligne, et Von peut de trente^six manieres choisir deux series 
de points telles qu elles soient placees perspectivement et que 
leur centre de projection soit encore un point d' inflexion {*), 

ou, en d'autres termes [voir t. I, p. 280) : 

Si Von considere les trois points d' inflexion situes sur une 
droite comme poiiUs-racines d'une forme cubique binaire, les 
points de la Jormeliessienne de cette dernierc seront representes 
par les sommets du triangle inflexionnel dont la droite fait 
partie, 

Chaque sommet de cette esp^ce forme done avec les trois points 
un rapport <5quianharmonique. 

II r^sulte d6j^ de \k que les deux sommets sont n^cessairement 
conjugu^s imaginairement, si les trois points d^inflexion sont r^els; 
car quatre points k rapport ^quianharmonique ne peuvent jamais 
dtre r^els tous ensemble. Si, au contraire, les deux sommets doivent 
£tre reels, il faut que deux des trois points d'inflexion soicDt 



(') Od deduit facilement de ces relation! que toule courbe du troisi^me ordre 
admet diz-hnit transformations UnSaires en elle-iii^me,et cestransformatioiischaD({ent 
en elles-m^mes aimultanement toutes lea courbes du faisceau x/+ Jl A. Voir sur c€ 
sujet Klsim : Math. Annalen, X. IV, p. 353; HaR!«ack, ibid.^ X. IX, p. ^i. 
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imaginaires conjugu^s. On reconnait aussi que, dans notre cas, les 
neuf points d^inflexion ne peuvent pas ^Ire tons r^els par ce fait 
qae deux series de points situ6es perspectivement comme a^ et 02 
ne peuvent donner qu'un seul centre de projection r^el. Si Ton 
serre la question de plus pres, la distribution des points r^els et 
des points iniaginaires se pr^sente de la mani^re suivante. 

Nous avons d^j^ vu pr^c^demment qu'il existe toujours n^ces- 
sairement trois points d'inflexion reels, Ces trois points sonl 
situ^s en ligne droite; carlaligne r^elle qui joint deux d*entre 
eux rencontrera la courbe en un troisi^me point reel; or ce point 
est, d^apr^s un th^or^me pr^c^dent, un point d'inflexion. Les 
deux sommets de triangle situ^s sur cette ligne de points d'in- 
flexion sont alors n^cessairenient imaginaires conjugu^s, et il en 
est de m^me des deux lignes passant par ces sommets, qui forment 
avec la droite rdelle un triangle inflexionnel. Par suite, tons les 
autres points dHnflexion sont imaginaires, et dans le triangle 
consid^r^ les points d'inflexion de Tun des c6t^s sont conjugues k 
ceux de Tautre. Si Ton joint maintenant deux k deux les points 
conjugues, on obtient un second triangle dont les c6t^s sont tons 
reels, et dans lequel, sur chaque c6t^, est situ^ un point d'inflexion 
r6el. Les deux autres triangles sont compl^tcment imaginaires el 
conjugues Tun par rapport k Tautre, car autrement il y aurait plus 
de trois points d'inflexion r^els, ce qui n'ast pas possible. Done 
sont toujours reels : trois points d'inflexion, quatre lignes de 
points d'inflexion, un triangle inflexionnel, quatre sommets de 
triangles inflexionneLs (^*). Ces derniers sont les trois sommets 
du triangle r^el et le sommet oppose a la ligne joignant les trois 
points d'inflexion r^els, dans le triangle dont cette ligne fait 
par tie. 

Ces relations peuvent se reprt^senter alg^briquement d'une 
mani^re simple si Ton introduit Tun des triangles inflexionnels, 
le triangle r^el par exemple, comme triangle de coordonn^es, 
c'est-i-dire si I'on se sert d^une forme canonique (possible en 
fait k ^tablir) pour Inequation de la courbe du troisieme ordre. 



(') Les theorimes sur ce groupement et la realite des points d'inflexion ont eti 
dereloppes pour la premiere fois par PlC'CRER, Sjrstem der analjrtischen Geomeerie. 
Berlin, i835, p. a85 et suiv. 
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Tandis qu'une pareille forme simplifi^e d*6qualion 6lail possible 
dans les coniques d^uu nombre triplemcnt infini de manieres, il 
n'existe pour le m^me but dans les courbes du troisieme ordreque 
quatre triangles de base difTerents. D^ailleurs, dans les courbes 
plus ^lev^es, la simplification procur^e par une forme canonique 
devient toujours relativement plus faible; car une transformation 
lin^aire renferme huit constantes que Ton peul determiner de 
mani^re a faire disparaitre huit constantes de la courbe, en sorte 

qu'il n'entre plus que -7i(/i -f- 3) — 8 constantes dans la forme 

canonique. Mais ce nombre est d^ja ^gal k 6 pour n = 4; la sim- 
plification obtenue n'est done d6]k guere importanle. Dans les 
courbes du troisieme ordre il y aura d'apres cela possibility d'avoir 
une forme canonique dans laquelle n'entre plus qu'une constante 
absolue; et cette constante est en correlation etroiteavecl'unique 
invariant absolu de la courbe, que nous etablirons plus tard. En 
fait, une forme canonique de Tesp^ce dont il s'agit s'obtient par 
les raisonnements qui suivent. 

Si I'on repr^sente par y^ = o, par exemple, une ligne inflexion- 
nelle, on aura sur cette ligne une determination binaire de coor- 
donnecs^a, j^3 dont les points de base coincident avec les som- 
mets du triangle de coordonnees situes surj^i. Actuellement ces 
sommets doivent (nous I'admettons ainsi) ^tre les sommets d'un 
triangle inflexionnel? et, par suite, d'apr^s le theoreme que 
nous venons de demontrer, representer la forme hessienne de la 
forme cubique binaire qui est donn^e par les trois points d'in- 
flexion situes surj^i = o. Mais I'^quation de ces derniers sur le 
terrain binaire, rapport^e aux points de base de la forme hes- 
sienne j2= o> jr3 = <>i pent, d'apres nos pr^cedentes recherches, 
etre suppos^e sous la forme j'^ +j\ = ^( * )» ^^ c'est en cette der- 
niere Equation que se transformera I'^quation de la courbe 
pour j^, = o. De m^me les seuls termes de celle-ci qui, dans 
I'hypothese successive de j'j= o etj^'3= o, ne disparaissent pas 
sont respectivement les expressions 

r\ -+-jrj et y\ -4- J J. 



(*) La forine.r}— ^I donl il est fail usa^^e, t. I, p. 278, se change e?idemment en 
celle-ci, a la condition d'ecrire — y^ au liea de^,. 
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L^ equation de la courbe du troisieme ordre, rapportee a un 
triangle inflexionnel, est done de la fornie 

(8) f^a[y\ -f y\ -f- r? ) + 6^717.^3= o. 

- ^tant une conslante absolue, caract^risant la courbe, et dont 
a 

nous apprendrons plus tard a connaitre le sens g<5om^lrique. 
Non-seulement cette forme d^equatlon se pr^sente toujours en 
cas de triangles inflexionnels, mais encore elle leur appartient 
exclusis^ement ; car nous pouvons facilement monlrer qu'une 
courbe dont (8) est T^quation a toujours ses points d'inflexion 
sur les c6tes du triangle des coordonn^es. Formons dans cc but 
Tequation de la hessienne ; cette derni^re est 



I ^ri h'z ^Xt 
I 

6*^ 



Ara ^Xt hx 

ht h\ «r3 

= (a»-f- 2£»»)^, j-,j,— ab^[x\ -¥x\ -f jj) = o, 



ou, si nous posons a = — drti^, (3 = rt'-f- ib^, 
9) A = «(rl -^Xl -^xD-^^PXiXtXz = o, 

c'esl-^-dire de m^me forme que T^quation de la courbe. Pour 
les points d^intersection des courbes (8) et (9), nous avons done 
ou bien 

(10) rt,3 — ^a = o 
ou 

(11) r? -*-jJ -*-/? = o et jijjj, = o. 

Mais cette derniere Equation exprime imm^diatement que les 
points d'intersection de (8) et de (9), c'est-^-dire les points d'in- 
ilexion, sont situ^s sur les cotes j < = o, j^2 = o> Jz = o- 

L'^quation (10) n^est pas satisfaite en g^n^ral : elle donne 
d*aiUeurs pour a I b T^quation (e' = i) 

o = «*-+- 8fl^'=rt{a -f-2^)(«H-2e^)(«-+-2e*^). 

Si Tun de ces quatre facteurs s^annule, la courbe est toujours 
un triangle; elle a, par suite, un nombre infini de points d'in- 
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flexion et n'est pas pour le moment Tobjct de notre ^tude. Ed 
effet, pour a = o, T^quation (8) donne directement j^jj^a j'j=so, 

etpour fl = — ae'i ou i =1 ae** elle devient 

y devient aussi proportionnel a A lorsque T^quation (10) est satis- 
faite, comme cela doit Itre (p. aSy). 

Avee le secours de la forme canonique precedente, nous de- 
montrerons facilement le th^or^me de Hesse : que toutes les courbes 
du faisceau xy-H XA = o ont leurs points d^inflexion communs. 
La hessienne de la courbe 

est, en eflet, donn^e par 

{la) A«x = A(r; -4-rJ -\'xl) -f-6Bj,j',/3=^--.o 

ou A, B dependent de x,a 4- ^a, xi 4- ^jS comme a, (3 drpcnJotil 
de a, 6, oil par consequent 

A — ^ 6{'JLa -^ la){xb -hip)*, 
B— (x/f -l->a)»-h 2(x^» -+-\S)»; 

et, puisquej^J -\-yl 4-j>'J ^^ytyijs peuvent s'exprimer en/elA, 
il en r^sulte de nouveau T^quation (3) : A,x== K^-f-LA, ce qui 
implique le th^or^me de Hesse. 

Les coordonn^es des neuf points d'inflexion, ainsi que les equa- 
tions des douze lignes inflexionnelles , peuvent facilement ^Ire 
donnees maintenant. En admettant que les lignes j^i =::: 0,^3:^0, 
j'j = o soient r^elles, nous avons pour j^i z^ o 

et, par suite, si Ton pose j>^2 = i , ^3 = — i , — c ou — e^ ; et Von 
troui^e ainsi pour les coordonnees des neuf points d' inflexion Ja 
Table suivante (e^^= i). 
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Sur jri = o . . , o, i, — i; o, i,— -«; o, i, — «'; 

^,— o.. — iS o, i; —1, o, l; — e, o, i; 
^-jr=o... I, — f, O; I, — «*, O; I,— I, O, 

qui dans celte disposition Concorde enti^rement avec le Ta- 
bleau (7) ci-dessus. Trois reunions de points places sous ou a 
cdt6 les uns des autres donnent chacune un triangle, ainsi que trois 
reunions de points d'un terme-d^terminant positif ou n^gatif 
d^duit du Tableau. II est facile de s'en convaincre directement, 
puisque le determinant form^ avec les coordonn^es de trois 
points semblables s'annule, et que, par consequent, ceux-ci sont 
en ligne droite. Pour les produits des cotes des quat7*e triangles 
injlexionnels, nous avons les Equations 

ni. [jTx 4- c J-, -h r J ) [jx -+- r« -+- «rj ) [xx + «Vi -*- «V3 ) = 01 
IV. (riH-«*r«-+-r3)(ri-+-r» -^«V3)(ri-+-«r« -*-«r3) =o. 

Ici II se compose des termes-d^terminants positifs de la Table 
el renferrae un c6te r^el et deux, cdt^s imaginaires conjugu^s; 

III se compose des lignes verticales et est totalement imaginaire ; 

IV est compost de termes-determinants n^gatifs, et est conjugue 
imaginairement k III, cdt^ pour c6t6. 

Ges relations se comportent naturellement d'une mani^re tout 
a fait analogue si I'on prend pour point de depart un des triangles 
imaginaires au lieu du triangle reel. On pent effectuer le passage 
d'un triangle inflexionnel a un autre de la mani^re suivante. 
L'equation de la courbey=o rapportee au triangle I(j-4 = o, 
jtjuj: 0,^3= o) etant donn^e sous la forme (8), nous poserons, 
pour la rapporter au triangle II par exemple, 

et, pour abr^ger, 

'?^X\-\-X\^y\, >P =7,7,73; tf' z=^ z\ ^ Z\ -\r Z\, fzn: 242,33; 
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il vient alors 

?' = 3(7? 4-^5 H- ji) 4- i8r, rjj, = 3,, 4- I8^^, 

d'ou 

9? = ?'-*- 6/» 27>p = /— 3f , 

et pour Tequation cherch^e de la courbe, rapportee au nouveau 
triangle. 

Pour la resolution effective du probl^me des points d'inflexioo, 
il nous reste, apr^s ces explications d^taill^es sur le groupement 
des neufpointSy a etablirles formules de trans formation au moven 
desquelles une courbe quelconque du troisi^me ordre peut ^tre 
mise sous la forme canonique reconnue par nous comma possible, 
e'est-a-dire ^Ire rapportee a un triangle inflexionnel. La question 
de la determination des points d'inflex.ion est done ramen^e k un 
probleme de transformation, tout comme celle pr^c^demment 
trait^e de la recherche des points communs a deux conlques. Li- 
quation du quatri^me degr^ (4) rem place ici Tequation du troi- 
si^me degr^ 4{^) = o qui a servi pour ce dernier probleme 
(t. I, p. 1 53 et suiv.) 

II.— Les conrbes annexes de troisieme classe. 

Nous revenons k la consideration des neuf droites harmoniques 
qui r^pondent aux neuf points d'inflexion. On peut, ainsi qu'il a 
deji et6 dit, conslruire une droite de cette esp^ce en cherchanl, 
sur les lignes inflexionnelles qui passent par un m^rae point, le 
point quatri^me harmonique aux deux autres points d*in(lexion de 
chacune. En vertu de nos recherches sur les formes cubiques bi- 
naires (t. I, p. 280), nous avons ce theor^me : 

Si I' on considhre les trois points d' inflexion situessur une droite 
comme points fondamentaux d'une forme cubique binaire^ les 
points d' intersection des trois droites harmoniques correlatives 
nvec la ligne inflexionnelle forment les points fondamentaux 
du coyariant Q. Et comme le covariant binaire quadratique A est 
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represent^ par les somtnels du triangle infleiLionnel places sur la 
ligne consid^r^e (p. 237), il suit encore de la que : 

Le point d* intersection de la droite hcu^rnonique correlative a 
un point d'inflexion et d'une ligne inflexionnelle passant par ce 
point est le point quatrieme harmonique aux deux sommets du 
triangle injlexionnel situes sur cette derniere droite et au point 
d'inflexion. 

II est facile, d*ailleurs, d^obtenir intuitivement et par voie di- 
recte cette proposition : Les neuf droites harmoniques sont les 
memes pour toutes les coubes du faisceau ^f-\- ).A = 0. On les 
obtiendra done comme parties des polaires des points dMnflexion 
relativement a toutes ces courbes, si Ton considere comme courbe 
primitive un triangle inflexionnel, et que Ton construise la polaire 
d'un point d'inflexion par rapport k ce triangle. Or, la polaire en 
question se compose du c6t^ du triangle qui passe par le point 
d^aflexion, et de la polaire du point d'inflexion prise relativement 
aux deux autres c6t^s du m^me triangle. La droite barmonique 
s*obtiendra done d'une mani^re simple, si Ton joint le point d'in- 
flexion consid^r^ au sommet oppos^ de I'un des quatre triangles 
inflexionnels sur lequel le point se trouvc, et si Ton cherche le 
rayon quatrieme barmonique k cette ligne et aux deux c6t^s du 
triangle qui convergent au sommet pr^cit6. Les droites barmo- 
niques passent, d'apr^s cela, cbacune par un sommet de cfaaque 
triangle inflexionnel : 

Les douze sommets des triangles inflexionnels sont situes 
quatre a quatre sur les neuf droites harmoniques. On conclut 
d'ailleurs imm^diatement de la construction ce ib^or^me : 

Les droites harmoniques qui appartiennent a trois points d'in- 
flexion situes sur une ligne injlexionnelle se coupent en un sommet 
du triangle qui se trouye par la correspondre a la ligne injlexiori' 
Jielle dont il s'agit; aux cotes d^un triangle correspondent les 
sommets opposes, 

Les droites barmoniques form en t done par leur groupement un 
sysleme exactement r^ciproque, au point de vue dualistique, de 
cclui des points d'inflexion; il en r^suUe qu'elles sont les tangentes 
de rebroussement communes a un faisceau tangentiel de troisi^me 

Clebsch. — GiomSirU, II. 16 
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classe, de m^me que Ics points dMnflexion etaient communs a 
toutes les courbes d^un faisceau de troisi^me ordre. La theorie des 
courbes du Iroisi^me ordre est done inseparable de celle des 
courbes de la troisi^me classes Tune conduit n^cessairemenl k 
Tautre. Avant de passer au syst^me pr^cit^ de courbes a tangentes 
de rebroussement communes, nous nous proposons d^etendre dua- 
listiquement aux courbes de la troisi^me classe les th^oremes 
obtenus relativement aux courbes du troisi^me ordre, en nous 
bornant a un court r^sum^. 

En ce qui concerne d'abord la forme exterieure des premieres, 
nous pouvons Tobtenir en construisant les figures polaires reci- 
proques relativement a une conique quelconque des courbes repre- 
sentees dans la^i^. 24* Un ovale donne encore un ovale^de m^me 
qu'une conique se transforme en une conique ; d'une portion a 
trois points d^inflexion en ligne droite r^sulle une portion a trois 
tangentes de rebroussement passant par un mdme point ( *) et for- 
mant une branche ferm^e, car elle doit pouvoir ^tre engendr^e au 
moyen d'un faisceau de rayons par degeneration successive, de 
m^me que la portion k trois inflexions au moyen d*une droite. 
Nous avons, en consequence, les tjpes suivants de courbes de la 
troisieme classe : 

I® Courbes unipartites, consistant en une partie unique k trois 
tangentes de rebroussement {fig' 27 et ^9 fig' a6); 

2^ Courbes bipartites se composant d'une portion de cette 
nature et d*un ovale qui Pentoure [Jig* aS et if Jig' 26). 

Dans ce dernier cas, Tovale ne pent etre situe a Tinterieur de la 
branche tricuspidale, car autrement il y aurait des points d*ou 
I'on pourrait mener cinq tangentes k la courbe. Entre les deux 
esp^ces de courbes se place comme element de transition (^) la 
courbe k tangente double (2, ^2^^. a6). Le dessin montre claire- 
ment comment se forme de cette courbe la courbe bipartite de 
la Jig. a5 ; d'un autre c6te, la courbe de la Jig. 27 derive de la 
courbe 3 de la Jig. 26 par deformation convenable et projection. 



( * ) On Torifie auMi la m^me chose en observant que la courbe de la troisltoe 
classe est du sixi^me ordre, et qu*une courbe d'ordre pair sans point double oe pent 
jamais renfermer de branche impaire. yoir la note, p. 333. 

(') Foir k ce sujet U/?^. 19, p. 69. 
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Par translation dualistique nous obtenons, d^ailleurs, immedla- 
tement les th^or^mes suivants : 

Une courbe de la trolsi^me classe est, en general, du sixieme 
ordre et a neuf tangentes de rebroussement. La premiere polaire 
d'une droite 9^ relativement h la courbe y -^ ul =0, est une co~ 
nique lif f^« = o (/ui louche les six tangentes menees a <f = o paj* 



Fig. 20. Fig. a6. Fig. 27. 






\ 



/ 



les points d' intersection de if auec cette courbe. Si, en particulier, 
V est une tangente de cp = o, la conique louche elle-m^me la 
courbe du troisi^me ordre au point de contact. Elle se decompose 
en un couple de points si la droite \f satisfait a la condition 

c'est-3i-dire touche la hessienne de 9 = 0, et cette derniferc 
courbe est touch^e simultanement par les droites qui joignent les 
deux points d'un couple de cette nature. La courbe dont il s*agit a 
les ra^mes tangentes de rebroussement que <f = o, et la m^mc 
propriety appartient a toutes les courbes du syst^me x^ + aA^= o ; 
toutefois leurs points de rebroussement sont diff^rents. La polaire 
d^une tangente de rebroussem'cnt se decompose en deux points, 
dont Tun est le point de rebroussement lui-mSme, tandis que 
Tautre correspond dualistiquement k une droite harmonique, et 
cons^quemment est le m^me pour toutes les courbes du syst^me a 
tangentes de rebroussement communes. 

Par tout point d^une tangente k une courbe de troisi^me classe 
on pent encore mener deux autres tangentes k cette courbe. Si 
I'on cherche la droite quatri^me harmonique a ces deux tangentes 
et a la premiere, Fensemble de ces droites enveloppera une co- 
nique qui sera la courbe polaire de la premiere tangente. Celle-ci 

16. 
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se decompose, comme il a ^t^ observe, en un coaple de points, 
dans le cas oi!i la tangente est une tangente de rebroussement. 
Les neuf points des neuf couples ayant cette origine, qui ne coTn- 
cidenl pas avec les points de rebroussement, forment un sysleme 
de points qui fournit en m^me temps les points de base pour ua 
faisceau syzyg^lique de courbes du troisi^me ordre, et ainsi de 
suite. 

Nous allons maintenanl montrer que le syst^me de courbes de 

troisi^me classe qui r^pond au faisceau x/*-H ^A = o n'est autrt 
chose que Tensemble des cayleyennes de ce faisceau , et que, par 
consequent, lacayleyenne def= o s'y trouve elle-m^me comprise. 
Cette courbe devrail, conform^ment k nos formules g^n^rales, 
£tre de la classe 6 (p. 87); mais comme, dans les courbes du troi- 
si^me ordre, la hessienne et la stein^rienne se confondent, toulc 
tangente comme ligne de jonction des points correspondants des 
deux courbes compte double. La caylejenne est done de la troi- 
sieme classe* 

Cette courbe est en meme temps enveloppee par les couples de 
lignes en lesquels peu^ent se decomposer les premieres polaires. 
Consid^rons, en effet, deux points x et^ de la hessienne qui sclent 
conjugues, c'est-a-dire tels que la premiere polaire de x ail un 
point double en j^, et que la premiere polaire de y ait un point 
double en x. Les deux couples de lignes qui prennent ainsi nais> 
sance se coupent en quatre points, et toutes les coniques qui 
passent par ces points ont leur p6le sur la llgue xy. Parmi ces 
derni^res coniques figure encore un troisi^me couple de lignes 
dont le point double z doit £tre situ^ de m^me sur la hessienne, 
tandis que le p6le correspondant z' est situ^ sur xj* En z se 
coupent d^ailleurs les tangentes dc la hessienne aux points x elj ; 
car la tangente en j^ est, d^apres ce qui a ^te dit plus haul (p. 2a5), 
en m^me temps la polaire lin^aire de x relativement a la courbe 
originaire; cette derni6re droite se confond avec la polaire dear 
relativement au couple de lignes correspondant. Mais actuelle- 
ment x, jy z sont les sommets du triangle polaire commun aux 
coniques du faisceau pr^cite ; la polaire lin^aire de x forme done 
le c6te oppose k Xy et cons^quemment elle passe par Zj ce qui 
donne le th^or^me suivant : 

Les tangentes de la courbe de Hesse en deux de ses points 
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conjugues x et y se coupent sur cette courbe en un point z qui 
est le point conjuguedu troisieme point d' intersection delam^me 

courbe auec la droite xy. 

Done, puisque les p^laires lin^alres de x et j* se coupent en z^ 
la premiere polaire de z passe n^cessairement par x et y^ et 
comme z est un point de la hessienne, et, par suite, la polaire 
de z un couple de lignes, il en r^sulte que : 

Une droite qui joint deux points conjugues x et y de la hes- 
siennCy c'esl^a-dire une langente de la cayleyenne, fait partie 
integrante de la premiere polaire du point z, qui est conjugue au 

troisieme point d' intersection de la ligne xy auec la hessienne sur 
cette dernier e courbe. Notre proposition est done d^montr^e. 

A Taide de cette nouvelle definition de la cayleyenne^ nous 
pouvons ais^ment ^tablir son Equation. Soit 

f^3 aj^^ErB 222 aij^i^xix^Xf^ — o 

r^quation de la courbe originaire du troisieme ordre (on suppose 
o-ikh == akih == cikhi = ahkh ainsi que i 4- A 4- A: = 3 ) et posons 

la condition pour que la premiere polaire d^un point x se 'decom- 
pose en deux lignes u et ^ sera donn^e par les Equations 

/%% --=- «»<'3> 2/„ = u^v^ 4- P, tf,. 

En eliminant les grandeurs x/ et Vi qui entrent ici lineairement, 
nous obtenons V equation de la cayleyenne sous la forme 
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= 0, 



coarbe qui est effectivement de la troisieme classe. Lam^me ^qua- 
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tion s'obtiendrail, rclalivement auxquantit^s i^/, par Elimination de> 
quanlit^s Xi ct i//. Si nous supposons en particulier que la courbe 
du troisieme ordre soil donn^e sous la forme canonique (8), nou^ 
obtenons les (Equations de condition 

/jl : fl.rj : - u^i'i, 2/,, — 26X4 r- //,r, -+- l^,a„ 
/„ r- rt.r, r-: //,«;„ a/j, :z- -^bx^ z.- //,!', -\- i^jtt,, 
/„ - fl.rj 1 lljPj, 2/,, I- 2*X,= tfjP, -+- PjW,, 

et de la se tirent, par elimination dcs quantites Xi, les trois equa- 
tions 

2Z»tt, Vi — a[ tt,p, -h p,«j ) -- o, 

2 ^tt,f J — fl ( «/, P, -f- (', tf, ) i-= o, 
2^l/,C3 — tf («iP, 4- P|«8) = o. 

Par consequent, apres Elimination des quantitEs Vi, il vienl pour 
I 'equation de la cajlejenne sous la forme canonique 



abu^ 


— ^«8 


— au^ 


— fl'/Zj 


^btt^ 


— au^ 


~ aUf 


— <?//j 


7.bu^ 



o 



ou, aprds dEvcloppcment, 

(2) a*b[u] -|_ i/J 4- i/J j _f- rt' — \b^] u^tt^u^ r= o. 

Celte Equation est cxactement de la mEme forme que celle de 
la courbe originairc; la caj'^leycnnc se comporte done parrapporl 
aux sommets du triangle des coordonnEes comme la courbe ori- 
ginairc par rapport aux c6tEs, et de la rcsulte que la caylevenoe a 
les droites harmoniques des points d^inflexion de la courbe primi- 
live pour tangentes de rebroussement, et par suite est comprise 
dans le systcme de courbes par nous considErE. La mEme chose 
est vraie pour la cayleyenne d'une courbe quelconque du faisceau 
y.f^ XA = o; car, pour obtenir son Equation, il sufBt de rcni- 
placer dans ( a) a par xa -f- X«, i par 3c4 -h X(3, ce qui n'altEre pas 
la forme de TEquation. 

Gomme maintenant, dans les neuf couples de lignes qui rEpondenl 
comme premieres polaires aux points d'inflexion, c*est loujours 
une droite du couple qui est la tangente d'inflexion, ces dernieres 
son I aussi touchecs par la cayleyenne et la dEterminent comply*- 
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lement. A Taide de ces ^l^menls de determination, on pent con- 
struire la cayleyenne suivant un proced^ qui sera expliqu^ plus 
tard. Nous r^sumons ces r^suUats et les r^sultats r^ciproques dans 
les propositions suivantes : 



Les neuf tangentes d'inflexion 
d'ufie courbe quelconque du falsceau 
a points d'inflexion communs deter-- 
minent une courbe de troisieme 
dasse, et toutes ces courbes de troi^ 
sieme classe ont les m^mes tangentes 
de rebroussement. 

La courbe de troisieme classe 
determinee par les neuf tangentes 
d'inflexion d'une courbe du troisieme 
ordre est Venveloppe iles couples de 
Ugnes en lesquels peupent se decom- 
poser les polaires de certains points 
relativement a la premiere courbe, et 
en mime temps I'enveloppe des lignes 
qui joignent ces points aux points 
doubles des couples de droites corres- 
DondantSm 



Les neuf points de rebrotissement 
d'une courbe quelconque du sjrsteme 
a tangentes tie rebroussement com- 
munes determinent une courbe du 
troisieme ordre, et toutes ces courbes 
du troisieme ordre ont les rn^mes 
points d'inflexion. 

La courbe du troisieme ordre 
d4lermin^ par les neuf points de 
rebroussement d'une courbe de la 
troisieme classe est le lieu des cou^ 
pies de points en lesquels peui*ent se 
decomposer les polaires de certaines 
droites relativement a la premiere 
courbe y et en mSme temps le lieu des 
points d* intersection de ces droites 
avec les tangentes doubles des coU" 
pies de points correspondants. 



Parmi les courbes du troisieme ordre se trouvaient quatre 
svsl^mes de trois droites ( triangles inflexionnels) ; cons^quemment, 
parmi les courbes de troisieme classe figurent quatre sysl^mes de 
Irois points (ce sont les sommets des triangles pr^cit^s). Ces 
derni^res courbes doivent aussi ^tre touch^es par les tangentes 
d'inflexion d'une courbe du faisccau syzygetique du troisieme 
ordre, el il s'ensuit que : 



Parmi les courbes a /Mints d'in^ 
flexion communs^ il en existe quatre 
dont les tangentes d'inflexion se 
coupent trois fois trois a trois en des 
points qui forment les sommets d'un 
triangle inflexionnel. 



Parmi les courbes a tangentes de 
rebroussement communes ^ il en existe 
quatre dont les points de rebrous- 
sement sont situ^s trois fois trois a 
trois sur des lignes droites qui for- 
meat les cdt^s d'un triangle in- 
flexionnel. 



Ces propositions expriment, pour les courbes dont il s'agit, une 
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propri^t^ invarlante, et plus tard nous ^lablirons rinvariant de 
r^vanouissement duquel elle depend. 

Nous pourrions aussi considerer la hessienne d^une courbe du 
troisi^me ordre comme la jacobienne du r^seau de ses premieres 
polaires. Nous avons vu (p. io5) que ce r^seau est en m^me temps 
le r^seau de coniques le plus g^n^ral, et nous confirmerons ce 
resultat en 6tablissant pr^cis^ment I'^quation de la courbe du 
troisi^me ordre correspondante. Nous pouvons par suite, en partant 
d^un semblable r^seau, d^finir ainsi la hessienne : elle est le lieu 
des points doubles des courbes 6vanouissantes (d^composables)de 
ce r^seau. De m^me la cayle}^enne pent aussi se d^finir comme 
Tenveloppe des droites dont se composent ces coniques ^vanouis- 
santesy et sous ce point de \ue on a coutume de la d^sig^ier sous 
le nom de courbe de Hermite (*). 

L' equation de la jacobienne ou hessienne du reseau de co- 
niques 

est, d'apr^s ce qui precede, 

(4) ' [o^b^c) =13 [ahc]ajcbxCx := o: 

V equation de la courbe de Hermite par rapport au mcme 
riseau se tire des Equations 

par Elimination de x, A, |ul, v^, (^2) ^3 1 ^lle est, par consequent. 



(5) 
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«5 
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«l 


2«,, 


a^„ 


2C,, 


Urn 


tti 


o 



=r: O. 



(*) Voir Hermite, Journal de CreUe, t. 57. Pour les recherches suirantes sar les 
reteaux de coniques et syst^mes tan gen tie Is correspondants, twir SHnn, Proceediii^ 
of the London math. Society ^ mai i868, et Rosames, Math, Annalen, t. VI, p. 26^ ^ 
suir. Ces relations ont ^ti derni^rement exposees et ^tendues par Gundelfinger aa 
moyen de methodes purement algebriques (^Journal de Crelie, t. 80, p. 73). 
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Ce determinant peut se repr^senter symboliquement d^une ma- 
ni^re tres simple y ainsi que nous le veirons incessamment. Nous 
appelons points conjugues I'un de I'autre relativement au reseau 
deux points de la jacobienne tels, que les polaires de Tun par 
rapport a toutes les coniques du reseau se coupent en Tautre 
(p. 96). Deux points ainsi conjugues sont Tun vis-a-vis de Tautre 
dans le mdme rapport que deux points de la hessienne d^une 
courbe du troisieme ordre, pole et point double de ses polaires, 
que nous avons appel^s auparavant conjugues. Or, Tenveloppe des 
lignes de jonction de ces points ^tait la cajlejenne ; nous a\ons 
done ce theor^me (qui s'etablit aussi sans peine directement pour 
les r^seaux de coniques, suivant ce qui a ^t^ dit ci-dessus) : 

La courbe de Herniite d'un reseau de coniques est V en^^eloppe 
des droites qui joignent deux h deux les points conjugues I'un 
de I'autre par rapport au reseau. 

Si done nous consid^rons une tangente de la courbe, les points 
de rencontre d'une conique quelconque du reseau avec elle seront 
situ6s harmoniquement par rapport aux deux points conjugues 
dont la tangente consider^e est la ligne de jonction. Les points 
d'intersection de cette derni^re avec les courbes du reseau seront 
done en involution. 

Mais la condition pour que trois formes binaires 

a7 z -z o, b} =: o, f -' - o 

representent des couples de points de la meme involution est facile 
a indiquer; elles doivent, en effet, ^tre situ^es harmoniquement 
toutes les trois par rapport au m^me quatri^me couple. Or, les 
couples a| := o, if = o sont dans tons les cas harmoniques au 
couple 5^ ^:r (^ab)aibi (t. I, p. 268); si done cf = o doit ^tre situ6 
harmoniquement par rapport k ce dernier couple, il faut que Tin- 
variant {^c)^ soil nul. La condition cherchee est par suite donn^e 

par r^quation 

{3cy^{ab][bc'[ac) ^ o. 

Done, d'apr^s notre principe de translation (t. I, p. 344)' 
r^quation de Tenveloppe des droites qui coupent les coniques 

fl* mo, blz= o, cl — o, 
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aux couples d'une involution, c'est-^-dire I' equation de la courbe 
de Hermile par rapport au reseau, est ( * ) 

(6) R[rf,b,c] :z^ [ahu)[bcu)[acii) = o. 

Des r^sultats semblables ont lieu k regard d^un reseau tangeniiel 
de coniques, si nous comprenons sous cette expression la figure 
dualistiquement opposite au reseau , e'est-a-dire un sysl^me de 
coniques donn^ par T^quation 



/ - 



U\ 4- p«a -H 0"ttJ ^= O. 



La jacohienne du reseau tangentiel, on lieu des tangentes dou- 
bles des courbes qui se d^composent en un couple de points, est 
donn^e par 

(8; I(a,p,7)E-(apv;/y.tfptf, = o. 

ct la courbe de Herniite par rapport a ce svsleine tangentiel esl 

_ • 

donn^e par 

;9) n(«iP.7)=(«l5^);«V-'^)(.^V')=-o. 

On pent main tenant ^tablir une liaison simple cntre un reseau 
ponctuel et un reseau tangentiel de cette nature, de telle sorte que 
Tun soit imm^diatement determine par Tautre. Toutes les coni- 
ques liarmoniquement inscrites a une courbe quelconque du 
reseau (3) [t. I,p. 368 (^)^, c'cst-a-dire toutes les coniques «J = o 
dans lesquelles les invariants af, bl, cl sont nuls, forment evidem- 
ment un r6seau tangentiel ; car les equations 

^l ^ O, ^* — O, clzrzO 

donnent trois conditions lineaires pour les coefficients a,A de uj. 
Nous appellerons, pour abreger, le reseau tangentiel, qui esl 
harmoniquement inscrit au reseau ponctuel, conjugue de ce der- 
nier et r^ciproquemenl. 



(*) La comparaison d'un terme quelconque montre que I'expressioD I](<i, ^, ^^ 
diif(&rc du determinant (5) par le facteur • 

(*) Les mots inscrit et cireonscrit, p. 363 du t. 1", lignes 6 et 7 eu pemontanl, 
doivent dire intcrvertis. 
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Ici s'^l^ve en premier lieu la question de la connexit^ entre les 
courbes de Jacobi et de Hermite relatives k un r^seau et entre les 
courbes correspondantes du reseau conjugu6 ; cette question se 
r^sout tres simplement. Deux points conjugu6s par rapport au 
reseau et situ^s en consequence sur sa jacobienne sont des p61es 
hannoniques relativement k toutes les courbes du reseau et forment 
par suite une conique du reseau tangentiel conjugu^; car la 
condition al=o se transforme pour ul = UxUy en a^ay = u. Nous 
avons done ce th^oreme : 

La courbe de Jacobi relative a un reseau de coniques est 
identique a la courbe de Hermite relatii^e au reseau tangentiel 
conjugue. Et corr^lativement : 

La courbe de Jacobi relative a un reseau tangentiel de coni- 
ques est identique a la courbe de Hermite relative au reseau 
conjugue. 

Nous pouYons tirer de \k quelques conclusions sur les rapports 
entre la hessienne et la cayleyenne d'une courbe du troisi^me ordre. 
La premiere est en m^me temps (dans le sens dualistique) la 
cayleyenne de celle des courbes du sysleme k tangentes de rebrous- 
sement communes dont le reseau polaire tangentiel de coniques 
est conjugu^ au reseau de polaires de la courbe originaire, et la 
hessienne de cette courbe de troisieme classe est identique k la 
cayleyenne de la cubique primitive. 

Or, nous pouvons aussi 6tablir F^quation de cette courbe de 

troisieme classe, k la condition d'avoir obtenu T^quation de la 

courbe du troisieme ordre dont le systeme polaire se confond avec 

le reseau (3). 

xaj-h>.** 4-uci^o. 

Dans ce but, nous admettrons un th^or^me que nous demon- 
trerons plus tard en ^tudiant les formes cubiques ternaires. Si une 
courbe du troisieme ordre est donnee par 

(lo) pl^ql^rl^-sl^ o, 

Pj q, /', s etant des symboles de m^me sens, et que son systeme de 
premieres polaires doive 6tre identique au reseau (!i), Tequation 
de sa hessienne est 
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et celle de sa cayleyenne 

H ( a, 6, r ) =:h ( abu ) ( acu ) ( bcu ) ^ « J ^ ii^, == « J, = o. 

Maintenanly entre p^ et u^ existe (et c'est la la proposition 
empruDtee a la theorie des formes) [voir p. aSy) la relation 



(!') 



2 



S 6tant un invariant de la courbe primitive ^gal a 

[pqr)[pqs){prs][qrsy 

Or, Tdquation (ii) exprime que (si S est dilKrent de z^ro) la 
polaire d'un point x relativement a une courbe du troisieme 
ordre est toujours harmoniquement circonscrite h la polaire d' une 
droite u relati\fement a la cayleyenne dans le cas oil x et u sont 
reunis de situation. Si done u et s^ sont deux droites qui se coupent 
enj^, nous pouvons determiner celle des coniques du r^seau (3) 
qui est la conique polaire Ae y relativement 4 la courbe ^' = <s 
par cette circonstance qu^elle doit ^Ire harmoniquement circon- 
scrite aux coniques polai res de Metv'relativement aH(a, b, c) = o, 
c'esl-a-dire qu'on aura les Equations 

«A (»«7. -^ ^ H -^ y-^h ) — o, 
Vh[^al-^\b\-\-lLcl]^o. 



Par elimination de XyX,|x on tire de 1^ pour la conique polaii 
du point d'intersectionj^ de ix et v' [c*est-a-dire pour p^r (/?«*') =< 
r^ouation 



lire 

0] 



'Equation 

(I?.) 



«A< 









hf 



«A<V = O- 



Nous avons k transformer ce determinant de telle mani^re que 
les coordonn^es de ^ y entrent au lieu de celles de u et i^; si alors 
nous prenons j^/= x/, il en r^sulte T^quation cherchee de la 
courbe pj^ = o. Consid^rons dans ce but le determinant 



D 



'X 



b% 



'X 



c} 
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qui devient le premier membre de ( la) si Ton pose j^/ = /i,, ^i = li^ 
et que Ton mulliplie par Ufi^h** 

Le determinant D s^annule lorsque deux quelconques des sys- 
times de valeurs a, by c ou Xyj^ z deviennent 6gaux; il est done 
une combinaison lin^aire des deux formations 

ou les signes sommatoires s'^tendent k toutes les difF^rentes expres- 
sions d^riv^es de axy byj Cg par permutation de x,y^ z, ainsi que 
de [abu) (acv)( hew) par permutation de u^i^,w, et ou Ton a pos^ 

"i— {x^]\ = ri^t —Xz^i — 

«', =2[xjr]i= r J J, — X^J'^ . . . 

Nous avons en consequence la relation 

(i3) D:^ ni[xjrz).i'jgi^-i^-h n[hxz){hzx) [hxjr], 

m el n ^tant des facteurs num^riques. Pour determiner ces der- 
niers, faisons en particulier 

xi=i, x,= o, «,= o; tti=i, tti=o, a,r=o, 

Xi=o, Xi=^ ^^ Xi=o; i'i=:o, l',= I, Vi=0, 

Zi=o, St=o, «,= i; (^^1=2 0, wi^o, M',— I, 
el 

Alors, comme Sl{af by c) est ^gal au determinant fonctionnel 
des trois formes, et H(a, by c) egdl au determinant (5) multiplie 

par 5 il vient ( * ) 

(i4) l[a,b,c) z=zxiX^Xi, IL[ayb,c) — — «iW,tf„ 

et, par consequent, dans (i3), 

[•rxz]=i I, /^/^./^=:g, (/ir^)(A*r)(A.rr) = — gi 



(*) Fo/r la note i dc la p. 200. 
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tandis que le determinant D prend, en vertu de notre substitalion, 
la valeur i . Nous avons par suite 

6 := m — /t. 

Posons, en second lieu, «j^ = X2X3, b^. = XjXj, c^. =3X10:2: il 
viendra d'une manidre analogue 

(i5) J[a, b,c] r^ ya:,j:,x„ H(^i,6,c) — -u^u^Ui, 

4 2 

tandis que D prend actuellement la valeur z^ro. L' Equation (i3i 
se transforme par suite en 

et au moyen des Equations ainsi obtenues pour m, n on trouve 
m =3 4, 1 = — a. Nous avons en consequence ce resultal ( * i : 



D 



a% bl 4 
a* b* r* 
fl? b} cl 



— 4(*j'2)'a:'V'z— 2(/'7-;(/<2ar;(/ijy-;. 



En faisant enfin ici yi=zhiy Zi=zli^ et en multipliant par ua 
et Vh'j nous ob tenons dans le premier membre Texpression (12) et 
dans le second 

ce qui, d'ailleurs, ^ cause de la permutabilit6 de/t et A', est ^gal a 

[2(/iA'x)/,/,./V-(/'/i'Ari(/'''/i'^)(/iA-x)];*fAP,,/-^p,k«A'). 

Si Ton fait dans cette expression 7^/= us^iy V equation de la po- 
laire du point y, relativ^ement il la courbe du troisieme ordre 
dont la hessienne est donnee par I(a, i,c) ^=i'. = o, et la cay- 
leyenne par H(a,i,c)_-2uJ = o, sera, par suite, 

Poui* yi = Xi , nous obtenons done comme equation de la courbe 



(*) On peut aussi obtenir cette formula k I'aide des developpemenU en lerie 
donn^fl par Gordan pour les formes k plusieurs series de Tariables {Math, jiimaieit, 
t. V, p. 106). 
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du twisieme ordre dont le reseau polaire coincide auec le re- 
seau (3) : 



i6) p^^^r,[hh'jcYiJ^i^^— [hh'h")[hh'x [h'h"y lyhx] =1 o. 



Nous pouvons trouver d'une mani^re tout a fait semblable la 
courbe de la troisi^me classe u^ = o dont les polaires coniques 
forment le reseau tangentiel 

conjugu^ k (3). Les Equations des courbes de Jacobi et de Her- 
mite^ relativement a ce dernier, ^tant 

nous avons comme Equation de la courbe pr^cit^e : 
17) tt» = a(HH'i/]*H/H;«/-(HH'H";(HB'i£;(H'H''«;(B''Htf]ri^o. 

Nous pouvons aussi introduire ici les symboles de I(a, i, c) 
et H(a, by c), car les courbes u] = o, H^ = o sont respectivement 
identiques aux courbes m^ = o, i' = o. Nous avons, par conse- 
quent, c, </ d^signant des facteurs num^riques, 

Pour determiner c, c', considerons de nouveau le reseau special 
de coniques 

dont les courbes poss^dent un triangle commun, et pour lequel 
I(rt,i,c), H(a, i, c) sont determines par (i4)- 

Une conique u\ du reseau tangentiel conjugu^ doit etre harmo- 
niquement inscrite aux lignes doubles x\ =^0^ x\^=i o, x\ == o, 
c'est-a-dire toucher les lignes X| = o, X2= o, X3 ^^ o; le reseau 
tangentiel dont il s'agit est done repr^sent^ par 

et nous avons, en vertu de (i4) et (i5), 
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On doit, par suite, poser 0=^ 2, c'= — 4> ^^ ^ regard des svm- 
boles I, H, /i, 1 existent les relations 

(.8)* „.^_|„., Hi = i,i. 

En introduisant, k I'aide de ces relations, les symboles A, / dans 
r^quation (17)9 nous obtenons enfin comme equation de la courbe 
de troisieme classe dont les polaires coniques Jorment le reseau 
tangentiel conjugue au reseau (3), courbe dont consequemnient 

H(/i,i,c) est la hessienne etl[a,b,c) la cayleyenne : 

( 19) - 8«» ^r. (/r«)'«A/A4 + («V) («'«)(/'/' I.) [fia] = o. 

La polaire d'un point quelconque y relatis/emenl a p%^= o est 
harmoniquement circonscrite a la polaire d'une droite quel- 
conque v relativement a ul =^ o, ainsi qu'il resulte de Torigine de 
r<^quation (19); autrement dit, ind^pendamment des quantites j 
et V existe la relation 

(20) piPy*.:= o. 

Nous pouvons faire usage des resultats obtenus pour ^lablir 
le resultant des trois coniques a^, i^, c^. Si, en effel, ces courbes 
doivent avoir en commun un point j', ce point compte double 
est une conique qui est barmoniquement inscrite a toutes les 
courbes C^t du ri^seau dont il s'agit, ou, en d'autres termes, forme 
une conique du reseau tangentiel conjugue, et nous pouvons 
poser u^ = u^.. Mais alors il vient, d'apr^s les Equations (18), 

La jacobienne i^= o a, par consequent, le point j^ pour point 
double, et toutes ses polaires coniques passent par^. II s'ensuit que 
la conique uz.= o est harmoniquement inscrite k toutes les co- 
niques du svsleme des premieres polaires de 1' =0; en d'aulres 
ternies, on pent, dans le reseau tangentiel vuj-i-pi/p -i-aaJ = o, 
determiner une courbe (a savoir u^) de telle niani^re qu'on ait les 
Irois (Equations 

vt'l /, 4- pi'l /, -h O-/* t\ ri_ O, 
V ij /a H- p // h -+- (Ti^ /, — o, 
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d'ou Ton tire, par Elimination de v, p, o-, 
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(21) 
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Maintenant existe, corr^lativement k la relation trouvEe pour le 
(lelerminant D ci-dessus, Tequation 



D'= 









u 



iV' 



= 4 [uvw]ui\fiWf — a(Hw)(H«'i/)(Hi/t^), 



ou, en vertu de (i8)*, 



D' == — ( uvw] Uf^ Vf^Wf^ — ( ivw ) ( iwu ) ( iuv ] . 

MaisD' donne le determinant qui figure dans (21), si nous y rem- 
pla^ons u par i, v par i', w par t". £a condition pour que les trois 
coniques c^ = o, i^ = o, c^ = o aie/if un point commun [ou pour 
que dans le reseau tangentiel conjugue se presente un point 
comptant double) est done 



(") 






z' = o representant la courbe de Jacobi relative au r6seau et u\ 
ia courbe de Hermite; et r^ciproquement, au point de vue dualis- 
lique, la condition pour la presence d'une ligne double dans 
le reseau des coniques a^., b^., c^ [ou d'une tangente commune 
atix courbes du reseau tangentiel conjugue) [ * ) sera 

23) 2[hh'h"YUi„^iH'^'h [hh'h''][hh'hr][hli!'h'')[hli''h''']=o. 
EnGn, comme r^sultat des d^veloppements qui viennent d'etre 



(*) Left formations que nous considerons sont (comme il est visible d*apr^s leur 
s(*ns) des combintmis du reseau ponctuel ou du reseau tangentiel {ifoir t. I, p. 878 
et 239). Leur connexite avec le determinant D n'est pas fortuite, et Gordan a demontrd 
que tous les combinants du reseau sont necessairement representables comme 
invariants fonctionnels du determinant en question {9fatk. yinnalen, t. V, p. 116). 

Clebscb. — Giom^trie, 11. I'j 
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occasionnellement donnas sur le reseau special de coniques 
nous ^noncerons les th^or^mcs sulvants : 



Le reseau tangentlel conjugue a 
un reseau ponctuel dont les coniques 
possedent un triangle polaire coni' 
mun se compose des coniques tan- 
genies aux cdtes du triangle. 



Le reseau tangentiel conjugue a 
un i-eseau ponctuel dont les coniques 
ont tmis points communs se com- 
pose des coniques qui ont poui 
triangle polaire le triangle forme 
par les trois points. 



III. — Geomitrie sur les conrbes dn troisieme ordre. 
Lenrs modes de generatioii. 

A loute courbe du troisieme ordre du faisceau xy-h X A = o a 
points d'inflexion communs r^pond, en quality dc hessienne, une 
autre courbe du meme faisceau donn^c par Fequalion 

K, L etant du troisieme degr6 en x, 1 [voir Equation (3), p. a3oj : 
mais cette relation entre les deux courbes n'est pas r^ciproque. 
Si, en effet, la hessienne de )cy-|-XA=o doit coincider avec 
fz=z o, il faut n^cessairement que Ton ait L = o, afin que la rela- 
tion Ax> = Ky puisse avoir lieu. Or, comme L renferme les 
quantites x, X a la troisieme dimension, nous avons ce theoreme, 
qui a 6t6 trouve par Hesse : 

Une courbe generate du troisieme ordre est la hessienne dc 
trois autres courbes du troisieme ordre. 

Si nous conccvons maintcnant une courbe comme la liessionni* 
d'une autre, ses points seront associ^s par couples de telle manien* 
que la polaire conique de Tun des points du couple aura en Tautrc 
un point double : ce sont, d*apres notre terminologie pr^cedenle, 
deux p6les conjugu^s relativement au reseau de polaires conique^ 
de la courbe primitive choisie, ou, comme nous rexprimerons 
pour abr^gcr, un couple de poles de la hessienne. Dc noire 
dernier th^or^me r^sulte done ce qui suit : 

On peut resoudre une courbe generate du troisieme ordre /-=' o 
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de trois nianieres differentes en couples de points [couples de 
poles), de telle sorte que les points de chaque couple soient des 
poles conjugues relativemcnl au reseau des polaires coniques 
d'une cout'be y = o, dontJ'= o est la hessie.nne ( * ). 

Nous avons par consequent sur la courbe Irois systemes difT^- 
renls de couples de p61es. A Tegard des couples d'un sysl^me, on a 
cot important iheor^me, qui a Hesse pour auteur : 

Si I' on reunit en croix les points de deux couples de poles du 
mdme systeme, les lignes de jonction se coupent sur la courbe, 
et ces points d' intersection forment un troisieme couple de poles 
de ce nienie systeme, 

Ainsi, ^tant donnes les couples de p6les i, i' et 2, a', les couples 

de lignes 1 2, I'a' et 12', I'a se couperont en deux points 3 et 3' qui 
seront encore un couple de p61es. Pour le d^montrer, nous pren- 
drons les faux cotes du quadrangle complet determine paries lignes 

12, i'2% I'a, 12' pour cdt^s du triangle des coordonn^es, et nous 
d^terminerons ensuite les constantes dans les coordonn^es de telle 

sorte que Tequation d'un des cdt^s du quadrilatere, I2par exemple, 

devienne 

Xl -f- X, -4- JTj m o. 

Alors, d'apres les th^oremes sur le quadrilatere ( t. I, p. jri } , on a, 
pour les Equations 

de i' 2' : or, H- X, — j:, = o, 

de i' 2 : jTt — ^1 -f- ^j =^ o, 
de 1 a' : — Xi -t- Xj -t- X3 = o, 

el, pour celles de 1 \', aa', 33', 

Xj r= O, X, r=r O, X, =i O, 

respectivement. 
Les coordonn^es des points i, I'sont, par suite de ces fixations, 

Xj— :0, *, = 1, X3=: — I, 

X, r- o; X, = I , X, i^ H- I ; 



(*j Voir MacladriNi et surtout Hesse, loe, eit, 

'7' 
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done, pour qu'ils soient des p61es conjugu^s d'une conique 
lilLaikXiXk = o, il faut que Ton ait ^22 — ^ss = o, et de meme, 
pour que 2 et a' soient des p61es conjugu^s relativement a la 
m^me conique, il faut que Ton ait an — a^t = o. Mais de la r^sulte 
la troisi^me Equation an — ^22 = o, e'est-a-dire que 3, 3'sont aussi 
des poles conjugues pour la courhe ^^aiffXiXk = o. 

Si done deux couples de sommets opposes d'un quadrilatkre 
complet sont des poles conjugues relatwement h une conique, il en 
est de m^me des points du troisienie couple, Et de \k r^sulte 
imm^diatement le th^oreme ^tabli par nous en ce qui concerne les 
couples de p6les sur une courbe du troisi^me ordre, qui ont 6t6 
d^finis comme p6les conjugues relativement aux coniques d'un 
r^seau. 

De ce th^oreme nous pouvons, apr^s Schroter, dMuire une con- 
struction tr^s simple de la courbe du troisi^me ordre. Une telle 
courbe est, en effet, delerminee completement et sans ambiguXte 
par trois couples de poles du mdme sjstenic, et ces couples de 
pdles peuv^ent etre pris arbitrairement. 

Si , pour le systeme de p6les en question, cp ^ «^. = o est Tequation 
de la courbe primitive sur la hessienne ( /= o) de laquelle doivenl 
6tre situ^s les couples de p6les, et qu'on d^signe par xiy x\\ Yiyy'i'y 
jCi, z\ les coordonn^es des points qui constituent les trois couples, on 
a les Equations 



(') 



c'est-a-direneuf Equations lineaires pour determiner les coefiicienls 
de ^ = of^; mais avec a' est aussi determin^e la hessienne corres- 
pondante, ce qu'il fallait d^montrer. Pour apercevoir que les Equa- 
tions (1) sont r^ellement ind^pendantes les unes des autres, c'esl- 
^-dire n'admcttent pas une infinite de solutions, on pent suivre la 
marche que voici. On choisira les trois points x,^, zpour sommets 
d'un triangle decoordonn^es; alors les Equations suivantes, derivant 
de (i),nousseront donnEespourcp paries points corrElatifsa/,^', «': 

I a^»«J =ro, a^fa^a, =:o, a-^a3a,= o, 
(2) } a^a,aj=o, ay>(x\ ^=^0y a,/a,«j=o, 

( «jpfaia3=o, a^/aja, = 0, a^'aj ttz o. 



«*a*'«i— 0, 


K^aya, -0, 


a.«,'a,_0, 


aa:«a:'«l~0, 


«J V«2' ^' 


a,a-/a2=o, 


cc^a^a,— 0, 


«vV"j— ^» 


«5«z'«a=0, 
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Dans ce syst^me d^^quations, les coeflQcients am, 0^2227 ^ass 
n'entrent que dans les Equations diagonales, et par consequent 
seront determines isoleraent k la (in. Les autresquantit^s a (abstrac- 
tion faite dear 1239 en foncti on duqueltoutescesquantitess'expriment) 
se determinent alors par couples au moyen de deux, des Equa- 
tions {'i)y a^iii elaLi2i par exemple, au moyen de 



«ii,Xj -h am j:, -H aj,, ^3 ~ o, 

Toutefois, il faut que x'^y^i — ^'^Ji ^^^^ different de zEro; en 
consequence, la ligne de jonction de deux des points j/, j', z'qui 
r^pondent aux soramets de coordonn^es x, y, z ne doit pas passer 
par le troisi^me sommet. Toutes les conditions necessaires h la 
possibilite d' effectuer les operations sont par consequent remplieSy 
si Ton arr^te que parmi les six points des trois couples jamais trois 
points allant ensemble, c*est-a-dire tels qu'il ne s'en trouve pas 
deux formant un couple, ne soient en ligne droite. 

Actuellement, en partant des trois couples donnes 1 1', aa', 33', 
on peut construire un nombre quelconque de nouveaux couples, a 
Taide du th^or^me que nous venons de donner, et suivant lequel 
les lignes de jonction de deux couples se coupent sur la courbe et 
dans un nouveau couple ('). Onobtient, par exemple, au moyen des 
points d'intersection des lignes 12, I'a' et la', x'a un nouveau 
couple 44' J de mdme au moyen des couples 1 1', 33' un nou- 
veau couple 55', puis au moyen de 33', 44' ^^ couple 66', au 
moyen de 55', aa' un nouveau couple 77', et ainsi de suite. 

On peut done, si trois couples de poles du meme systeme sont 
donnes sur une courbe du troisieme ordre, construire autant de 
points que Von voudra de la courbe. 

Cette construction, donn^e par Schroter, realise en fait de sim- 
plicite le maximum de ce qu'on peut demander; on obtient chaque 
nouveau point de la courbe comme croisement de deux droites, 
sans avoir besoin d'autres lignes auxiliaires. 



(*) Gette construction a et^ indiquee par Schbotbb, Ueber Curven dritter Ordnutig 
{Math, Annalen, t. V, p. 5o). Voir aussi Clebsch, Ueber ztvei Erzeugungsarten der 
ebenen Gunmen dritter Ordnung {ibid., p. 4^2 )• 
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Les courbes iiniparlites et biparlites dii Iroisieme ordre se coin- 
portent d'une maniere tr^s-diflfe rente vis-^-vis de ces trois sysl^mcs 
.de poles sous le rapport du reel et de Timaginaire. G'est ce qu'on 
voit aisi^ment k Taide du lli6or6me donn^ plus haul (p. q44^» cl 
d'apres lequel les tangentes a la courbe aux points d'un couple se 
coupent de nouveau en un point de la courbe que Ton peut appeler 
point tangentiel correspondant, theoreme qui resulte au surplus 
imm<^diatement du ih^or^me de Hesse sur le quadrilat^re forme 
par deux couples de p61es, si Ton suppose les deux couples infini- 
ment voisins. Si a Tin verse nous partons du point o comme point 
tangentiel, nous trouverons comme correspondants les qualrc 
points 1 , 2, 3, 4? c'est-a-dire les quatre points de contact des tan- 
gentes a la courbe issues du point primitif. Si nous consid^rons a 
part Ic point i, il ne peut lui r^pondre comme pole conjugu^ dans 
Tun des trois syst^mes qu'un des points 2, 3, 4- Par consequent, les 
points 2, 3, 4 ^onl reux qui forment respectivement avec i un 
couple dans les trois syst^mes de couples de p6les. D'ailleurs, 
les couples 12 et 34? parexemple, appartiennent au m^me sysl^me, 
car, dans le cas contraire, il faudrait qu^au point 3, dans le 
syslemc auquel apparlient le couple la, correspondit ou bien Ic 
point I ou bien le point 2, ce qui n'est pas possible, puisqu'au 
point 1 (ou 2), en dehors du point 2 (ou i), aucun autre ne peut 
dtre associe. Nous avons ainsi ce th^or^me : 

Les quatre points de contact des tangentes que I'on peut mener 
a la courbe par un point de celle-ci forment six couples de poles, 
et deux couples qui se completent appartiennent a I'un des trois 
systemes possibles. 

Comme aux quatre points de contact des tangentes la courbe 
primitive est coupee par la polaire conique du point tangentiel, 
nous pouvons, en ayant (^gard au theoreme de Hesse sur le quadn- 
lat^re complel (p. 239), 6noncer aussi celle proposition de la ma- 
niere suivante ; 

La polaire conique d'un point de la wurbe du troisieme ordre 
coupe cette derniere en quatre points dont les lignes de croisement 
se rencontrent sur la courbe, 

Parmi les quatre tangentes consider^es, en supposant que leur 
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point d'iiitersection commun se trouve sur la porlion a Irois 
inflexions, trois touchent toujours Tovale qui figure dans une 
courbe biparlile, car a un ovale, comme k une conique, on peut 
mener deux tangentes par un point exl^rieur : done, d'un point 
siliie sur la portion a trois inflexions on ne peut plus mener k 
celle-ci que deux tangentes. Si au contraire Tovale manque (ce 
qui arrive dans les courbes unipartites), deux des quatre tangentes 
devicnnent imaginaires. A une courbe unipartitc du troisi^me ordre 
on ne peut done mener par Tun de ses points que deux tangentes 
reelles. D'autre part, on ne peut mener d'un point de I'ovale au- 
cune tangente r^elle k la courbe, car une telle tangente devrait 
encore rencontrer Tovale en un second point r(5el, ce qui n'est 
pas possible, puisque la droite aurait alors quatre points d*inter- 
section avec Gj. De ces d^veloppements combines avec les prece- 
dents r^sulte actuellement ce qui suit relativement a la distribution 
des couples de p61es sur la courbe. 

On peut engendrer une courbe biparlite de trois mani6res difie- 
renles au moven de la construction de SchriVter. Dans deux d'entre 
elles un point du couple de poles parcourt Tovale, I'autrela branche 
a trois inflexions; dans le troisidme mode de generation, les points 
de Tovale forment un des syst^mes de couples, et les points de la 
porlion illimitee I'autre. Dans une courbe luiiparlite, oii Tovale 
disparait, le dernier mode de description reste Ic seul r^el ; une 
lelle courbe ne peut done ^tre composee de couples de poles r^els 
(jue d'w/ze maniere unic/ue ( * ). 

Al'egard du faisceau de quatre tangentes consider^ ici a lieu le 
iheoreme suivant, qui est fondamental : 

Le rapport anharmonique des quatre tangentes que I' on peut 
mener a une courbe du troisieme ordre par un de ses points est 
constant pour tons les points de la courbe. 

Nous donnerons ici une demonstration geometrique simple qui 
apourauteur Salmon, et nous remettons a plus tard une demons- 
tration algebrique directe. D'un point o de la courbe menons a 



(*) A ces considerations se rattachcnt d'aiitres consequences sur la manierc dent 
la forme de la cayleyenne depend de celle de la hessienne, et . f^oir, sur ce sujoi, 
Hartjiack, Math. Jnnahtt, t. IX, p. 9 et suiv. 
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celle-ci les quatre tangentes 

oi, o^, o3, o4; 

leurs points de contact i , 3,3,4 seront situ6s sur la polaire conique 
de o. Projetons sur la m^me conique les points de contact i', a', 3', 4' 
des quatre tangentes issues d*un point o^ voisin de o. Ces points 
de projection (c'est-i-dire les points d'intersection des quatre der- 
ni^res tangentes avec Ga) ne diffi&rent des points i, 2, 3, 4 4"^ de 
quantit^s infiniment petites du second ordre, la distance de o a o' 
^tant une quantity infiniment petite du premier ordre. Comme, 
d'ailleurs, la poiaire conique de o touche la courbe originaire en o, 
c'est-^-dire (sauf les quantit^s du second ordre) passe aussi par o', 
les rayons men^s de o ^ i, 2, 3, 4 ont (aux quantit^s du second 
ordre pr^s) le m^me rapport anharmonique que les rayons menes 
de o' k 1^ a', 3', 4' ou de o' a i, a, 3, 4« Le rapport anharmonique 
des quatre tangentes n'est par suite pas alter^ si Ton march e de 
point en point sur la courbe; il est done n^cessairement constant 
pour toute la courbe ; ce qu*il fallait d^montrer. 

Nous trouvons ainsi dans ce rapport une constante caract^ris- 
tique de la courbe , et Ton ne pourra transformer lineairement les 
unes dans les autres que les courbes du troisi^me ordre dans les- 
quelles le rapport anharmonique en question aura la m^me valeur. 
Nous avons d6jk. trouv^ dans une autre occasion une constante qui 

est egalement caract^ris tique pour la courbe : c*est le nombre - 
dans la forme d*^quation canonique (p. a37) 

(3) a{x\'i-x\'h J*J) -1-63x1 J-, x,— o. 

Comme toutes les constantes de la courbe pen vent ^tre alt^rees 

par un changement de coordonn^es, sauf cette constante unique -9 

il s'ensuit que la vaieur du rapport anharmonique precit^ ne doit 

dependre que de la quantite /r = -• Cest ce qui est confirm^ par la 

consideration suivante. Nous formerons, par exemple, le rapport 
anharmonique des quatre tangentes qui partent d'un point d'in- 
flexionetdont Tune se confond avec la tangente d'inflexion. Ainsi 
un point d'inflexion r^el est donn^^ (p. 239) par les coordon- 
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n6es Xi = I , X2 = — I , jTa = o. L'^quation de sa premiere polaire 
se decompose en celle de la tangente d'inflexion 

(4) JTj-f- X,— 2AXj=^0 

eten celle de la droite harmonique correspondante 

[^] X, — :r, -- O. 

Les points d'intersection de cette derniere ligne avec la courbe 
originaire, c*est-4-dire les points de contact des Irois tangentes 
issues du point d^nflexion, sont done donnas par (3) si Ton fait 
Xi = Xa, c'est-^-dire par Tequation 

;6) 2 JrJ -f- xj -f- G/xJx, = O. 

Or, le rapport anharmonique cherch^ est ^gal a celui que forment 
les trois points dont il vlent d'etre parl^ avec le point d'intersec- 
tion de la droite harmonique et de la quatrieme tangente, c'est-4- 
dire de la tangente d^nflexion. Mais pour ce point d'intersection 
nousavons, en vertu de(4) et (5), les coordonn^es 

I 

pjTji^OX,— I, pXjrz:-. 

Les coordonn^es des quatre points ne dependent que de A^; il en 
est done de m^me de leur rapport anharmonique, ainsi qu*il a 6te 
enonc^. Cette exposition se pr^sente encore mieux dans la th^orie 
des formes binaires cubiques, ou le rapport anharmonique et la 
constante k apparaissent Tun et Tautre comme dependant de 
^invariant absolu de la courbe ( * ). 

Les recherches relatives aux couples de p6les sur la courbe du 
troisieme ordre qui nous ont occup^s ici different essentiellement 
des considerations que nous avons pr^sent^es auparavant en ce qui 
concerne la g^om^trie sur une courbe g^n^rale d'ordre n. Les 
recherches dont il s'agit ne sont pas, en effet, susceplibles d'une 
extension immediate aux courbes d'ordre sup^rieur, car une telle 
courbe ne pent pas en g^n^ral ^tre regard^e comme la hessienne 



(') Voir la fin de la Section Y de ce Ghapitre. L'inTariant absolu est une fonction 
symetrique des six Taleurs differentes quo peat prendre le rapport anharmonique dc 
quitre points. 
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d'une autre. Nous n'insisterons d'ailleurs pas sur la th^orie dcs 
sysl^mes de points d'intersection d'une courbe du troisieme ordre 
avec d'aulres courbes, devant y revenir plus tard, quand nous 
appliquerons a cet objet la th^oric dcs fonctlons elliptiques. Nous 
traiterons sculcment ici deux problemes relatifs aux intersections 
dont il s'agit: 

1** La position sur la courbe des points ou une conique pout 
avoir avec elle un contact d'ordre ^lev^ ; 

2° Le mode de g^n^ration donn6 par Chaslcs au moyen d'un 
faisceau de coniques et d'un faisceau de rayons projectif au pre- 
mier, mode de description auquel nous raltacherons celui qui porle 
le nom de Grassmann. 

Si nous imposons la condition qu*une conique touche la courbe 
du troisieme ordre aux points ou elle la rencontre, nous avons 
d'abord ^ distingucr les cas suivants : 

1^ La conique a un contact simple en trois points; 

2** La conique a un contact du second ordre en deux points. 

Les autres cas qui peuvent se rencontrcr apparaissent comma dcs 
cas liniites de ceux-1^. Dansces derniers, trois conditions sontdon- 
n(^es; il existe done un nombre doublement infini de coniques qui 
y satisfont. Done, dans le premier d'entre eux, nous pouvons 
prendre arbitrairement deux points de contact et chercher la situa- 
tion du troisieme. On determine ce troisieme point au moyen du 
th^or^me suivant : 

Les points tangentiels des trois points oil une conique a un 
contact simple avec une courbe du troisieme ordre sont en ligne 
droite. 

En voici la demonstration. A, B, C etant les trois points dc 
contact, Xy ift,, G leurs points tangentiels ( points d'intersection de 
leurs tangentes avec la courbe), nou3 avons trois courbes du troi- 
sieme ordre k huit points communs, savoir : 

X® La courbe donn(^e; 

a° Ses trois tangentes en A, B, C; 

3** La conique tangente et la ligne c-Mb. 

Les huit points communs sont les points Ay ift) ct chacun dcs 
trois points de contact A, B, C compt^ deux fois. Les trois courbes 
ont done necessairemcnt le neuvieme point Q commun; ce qu il 
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faliail demontrer (p. i33). Si maintenant les points A, B sont 
donnes, il est facile de construire le point C. Nous ni^nerons les 
taiig-entcs en A et B, langentes qui renconlreront encore la courbe 
en cX> et ift>. La ligne »X\i[, fournit alors comme troisieme point d'in- 
lei'section le point G, et nous n'avons plus qu'^ menerpar ce der- 
nier quatre tangentes a la courbe. Chacun des points de contact est 
un point C. Toutefois, trois d'cntre eux seulemont donnent une 
solution proprement dite. Si nous d(^signons en eflet par D le troi- 
sieme point d'intersection de la courbe avec AB, la ligne AB prise 
deux fois fournit aussi une conique tangente aux trois points A, 
B, D, et le fait que la tangente de D passe ^galement par G r^sultc 
do I'un de nos premiers th^oremes sur les courbes du troisieme 
ordre (p. aajr). 

J I existe done trois systemes differ ents et composes chacun d'un 
nombre doublement injini de coniques qui touchent une courbe 
du troisieme ordre en trois points ( ' ) . 

Ces trois syslemes sont, a cause de la connexile des couples de 
p6les avec les points tangentiels, completement separes les uns des 
autresy comme les trois systemes differents de couples de p6les sur 
la courbe. De m^me qu'ici nous sommes ramcn^s aux couples dc 
p6les, de meme, a propos des coniques ayant deux contacts du 
second ordre, nous arrivons aux points d'inflexion. Soient A et B les 
deux points de contact. Nous m^nerons par ces points trois droites 
infiniment voisines les unes des autres qui couperont encore la 
courbe en trois autres points infiniment voisins ; ces derniers seront 
en ligne droite, c'est-4-dire formeront un point' d'inflexion. Nous 
avons alors encore trois courbes du troisieme ordre qui ont en 
commtin huit points, et par consequent aussi un neuvieme point, 
savoir : 

1° La courbe donn^r ; 

2° Les trois droites voisines menses par A et B ; 

3® La ligne qui joint deux des trois premiers points infinimenl 
voisins, et la conique tangente. 



(') f^oi'r Plccker et Hesse (/oc. ciV.), et sur la relation exacte qui lie ces coniques 
a la courbe , en particulier Cremona , Einleitung in die Theorie der algebraischen 
Curveu, 
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De Ik r^sulle ce ih^or^me : 

Toute droite passant par un point d' inflexion d'une courbe du 
troisieme ordre determine par ses deujc autres intersections avec 
elle deux points tels, quune conique peat y avoir simullanement 
un contact du second ordre. 

Et encore, puisque la courbe a neuf points d'inflexion : 

II existe neufsjstcmes diQerents de coniques qui ont un contact 
du second ordre en deux points d'une courbe du troisieme ordre, 

Les deux points de contact A, B se confondent en particulier 
pour les tangentes k la courbe issues du point d'inflexion. Au point 
de contact d'une tangente de cette nature, une conique pent done 
avoir avec la courbe un contact du cinquieme ordre. Gomme il 
existe neuf points d'inflexion et que de chacun d'eux on pent mener 
trois tangentes k la courbe, nous avons ce th^or^me ( * ) : 

// existe vingt-sept coniques qui ont un contact du cinqineme 
ordre avec une courbe du troisieme ordre,- leurs points de contact 
sont les vingt-sept points d' intersection des neuf droites Jiarmo- 
niques avec la courbe. 

Nous passons maintenant k I'examen du trac^ donn^ par Chasles 
pour les courbes du troisieme ordre (p. q5). En prenant sur la 
courbe quatre points arbitraires, nous pouvons par ces points faire 
passer un nombre infini de coniques. Choisissons-en deux quel- 
conques y = o etip = o. Ghacune d'elles coupe encore la courbe 
en deux points, dont les lignes de jonction seront par exemple 
A=oetB = o respectivement. Nous avons encore une fois trois 
courbes du troisieme ordre a huit points communs, savoir : 

I ° La courbe originaire ; 

a® La conique y = o et la droite B = o ; 

3** La conique t|/ =:^ o et la droite A =^ o. 

Elles ont n^cessairement en commun un neuvi^me point qui est 
le point de rencontre de A = o et de B = o. Nous obtenons ainsi 
cette proposition : 



(*) D'aprds la formule donnee p. 173, on trouYerait 36 au lieu de 27 poor I« 
nombre de ces coniques; mais dans ce nombre de 36 sont comprises les neuf Uo- 
gcntes d*in flexion (comptees chacune deux fois). 
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Toute conique d'unfaisceau dont quatre points de base sont 
situes sur la courbe da troisieme ordre coupe cette dernier e en 
deiuc points mobiles dont la ligne de jonction passe toujours par 
iin point fixe de la courbe, que nous appellerons point oppos^ aux 
qualre points de base. 

Ce th^oreme est au surplus une consequence immediate du 
ih^or^me du resle : Lefaisceau de rayons est equivalent au jais- 
ceau de coniques (p. i40' ^^^ deux faisceaux sont ^galement 
projectifs entre eux (*), car, si y= o est T^quation de la courbe 
originaire, on doit avoir 

X, X eiant des constantes. L'6quationy^:= o resulte done de r^Hmi- 
nalion de yL entre les deux autrcs Equations 

y 4- /Alp -- o, X A -f- fAxB :^^ o. 

Si done on prend quatre points quelconques d'une courbe du 
troisieme ordre pour points de base d'unfaisceau de coniques, le 
point oppose donne le sommet d'unfaisceau de rayons qui, con- 
jointement avec le faisceau de coniques, entendre la courbe du 
troisieme ordre suivant le procede de Chasles. 

A Taide de ces th^or^mes, on pent effectuer la construction 
d'une courbe du troisieme ordre dont neuf points sont donnes[^). 
Les neuf points ne doivent naturellement pas ^tre situes de telle 
sorte qu'il s'y croise une infinite de courbes du troisieme ordre, 
car le probl^me serait alors indetermin^. II suffit d'indiquer com- 
ment la solution pent ^tre r^alis^e. On choisit quatre des points 
donnas pour points de base d'un faisceau de coniques ; on peut 
alors commencer par construire le point M oppos^ a ces quatre 
points sur la courbe k tracer, et ce point s'obtient comme quatrieme 
intersection de deux coniques dont trois autres intersections sont 
donn^es. Le point M ainsi trouv^, on peut facilement ^tablir entre 
un faisceau de rayons passant par M et le faisceau de coniques une 



(*) Cela r^ulte d'ailleurs dejh de la relation a determination unique des deux 
faisceaux. 

(•) Voir Chasuu, Construction de la courbe du troisieme ordre determinee par 
neuf points {jComptes rendus, mai i853). On trouve aussi la solution du probl^me 
traitee d'une mani^re approfondie dans les Ouvrages cites de Cremona et de Duregp. 
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liaison telle que lous deux engendrent la courbe cherch^e sui\ani 
le proc^d6 de Chasles et que par suite on en Irouve les points 
deux a deux comme points de rencontre d*un rayon avec une 
conique (t. I, p. 65). 

Au probl^me traits ici se rattaohe imm^diatement le suivant: 
Etant donncs huit points quelconqiies, on demande de con- 
struire le neunejne point qui, reuni aiix premiers, laisse la courbe 
du troisieme ordre indeterminee. La solution repose essenliel- 
lement sur la construction du point oppose a quatre des poinLs 
donnes pour deux courbes diflerentes du faisceau qui passe par les 
huit points et sur rappl'ication de cette proposition, facile a 
demon trer, que le lieu des points opposes a quatre points de base 
d*un faisceau de courbes du troisieme ordre sur differentes coiu^be.^ 
de ce faisceau est une conique passant par les cinq autres points 

de base, 

A c6t6 des modes de description de Schroter et de Chasles s'en 
place un autre qui a ^t^ trouv^ par Grassmann (*) et applique aux 
courbes d'ordre quelconque ; ce dernier est d'un caractere essen- 
tiellement diflferent et en quelque sorte m^canique. Nous en 
donnerons d'abord I'^nonc^ pour les coniques, a I'dgard desquelles 
il a d^ja ^l^ formellement indiqu^ par Maclaurin et Taylor ;- . 
Nous avons ce th^oreme : 

Si un point x se meut de telle maniere que les lignes qui h 
joignent respectivem,ent it deux points fixes a, b coupent deux 

Fie. 28. 




droites fixes oLy P en deux points dont la ligne de jonction passe 
par un point fixe c, le point x decrit une conique [fig' 28). 

(*) Grassmann, Die Uneale Aiisdehnungtlehre, Leipzig, i8/|/|, et diflerents Meinoirf^ 
dans le Journal de Crelle, t. 31, 36, 42, 52. 
(') Voir aussi Chasles, Apercu historique. 
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Si nous d^signonsy en effet, les coordonnees des points x, a, 
by c respeclivement par j:/, a,, &,, c/, et celles des droites a, (3 
respectivement par a,-, j3|, nous aurons, pour les coordonnees de la 
ligne qui joint x et a, 

en posant^ pour abr^ger, 

De mSme les coordonnees de la ligne qui joint x et i sont 

el, par consequent, celles du point d'inlerseclion de 11 et de a 
seront 

i X\ -(-f'^ljaa— ;-^«;j«j---[;^«)»a]i, 

elTon aura de mSme, pour les coordonnees du point de rencontre 
de i' et de |3, 

Maintenant les points j^, :; et c sont assujettis k ^Ire en ligne 
droite, c'est-i-dire que Ton a T^quation 



^J 



[[xa),CL]i l^xb],p]^ Cj --0, 



laquelle est du second ordre en x et represcnte consequemment 
une conique. On pent aussi verifier sans peine ce r^sultat g^ome- 
triquement. Le faisceau de rayons ayant c pour sommet coupe, en 
eflet, a et (3 en deux series de points plac^es perspectivement; les 
lignes qui joignent respectivement ces points d'intersection a a 
et b donnent deux faisceaux projectifs de rayons ayant a et & pour 
sommets : done le point d' intersection x de deux rayons cor res- 
pendants de ces derniers decrit en fait une conique. On reconnait 
en m^me temps que cette courbe passe par les points a^ b et par Ic 
point d'intersection de a, 3. Elle renferme aussi necessairement le 
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'2'J2 

point de rencontre de ac el jS, ainsi que celui de be et a, car pour 
ces points la condition du th^or^me est remplie en toute hypoth^se. 
On obtient ainsi imm^diatement cinq points de la conique. 

A regard des courbes du troisi^me ordre^ nous pouvons 6noncer 
de la mani^re suivante le mode de description de Grassmann : 

Un point x decrit une courbe du troisieme ordre si les lignes 
qui le joignent h trois points fixes ay b, c rencontrent sepeirement 
trois droites fixes a, J3, y en trois points situes sur une droite 
[mobile). Cette droite enveloppe une courbe de troisieme ciasse 

[fig- ^9)- 

La derni^re partie du th^or^me n'est qu'une consequence de ia 
premiere, car la droite mobile se meut pr^cis^ment de telle sorte 
que ses points de rencontre avec trois droites fixes a, jS, y, joints a 

Fig. 29. 




trois points fixes «, i, c, produisent trois droites qui se coupenl en 
un point (mobile ) a:, et cette propri^l^ correspond dualistiquemcut 
d'une mani^re complete k la condition impos^e au point x. 

L Equation de la courbe du troisieme ordre ainsi engendree peul 
s'etablir directement. Les coordonn^es du point de rencontre des 
lignes xa et a, et de celui des lignes xb et |3, sont encore donnees 
par les Equations (7 ) et (8). Le9j«o^rdonn6es du point de rencontre 
de xc et y seront, d'une mani^re analogue, 



(10) 



ti = [[xc],f\. 



Actuellement les points j', z, t devant toujours 6lre en ligne 
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droite, il en r^sulte 

[(*«). «lt [(**). Pit [{*c),y]i 
[(xa),a], [(xb),p]t [{^c),y]t =0, 

[(x«),a]. [(x*),|3], [(xc),r]. 



{•■) 



ce qui est r^quation de noire courbe du troisi^me ordre. Nous 
pouvons ais^ment aussi indiquer neuf points par lesquels la courbe 
est d^termin^e; ce sont les suivants (^ig^. ag) : 

1° Les points a, i, c; 

2** Les sommets afy V ^ d du triangle a, |3, y; 

3** Les points a", h" ^ d' ou les droltes «, p, y sont rencontr^es 

respectivement par les droites bc^ ca, ab. 

On reconnait en efiet facilement, a Texamen de la figure, que les 
conditions de notre th^or^me sont satisfaites d'elles-mdmes dis 
qucx est situ^ en Tun de ces neuf points. Ces derniers ont vis-i-vis 
les uns des autres une situation particuli^re, mais non de telle 
nature qu'un nombre infini d'autres courbes du troisieme ordre 
puissent s'y rencontrer. On I'^tablit en observant simplement que 
nous avons ^t^ conduits dans (ii) a une courbe compl^tement 
d^termin^Cy ou encore de la roani^re suivante. Par les huit points 

a\ b\ r^; «', b\ c'; a, b 

passe, outre une courbe g^n^rale du troisieme ordre, la courbe 
qui se compose des droites or, |3, ab; or le neuvi^me point qui 
leur est commun est le point c/, compt^ deux, fois comme point de 
rencontre de a et P, et par consequent nest pas le point c. 

c. Q. F. n. 
La question de savoir comment, ^tant donn^e une courbe du 
iroisi^me ordre, on pent trouverles elements qui lui donnentnais- 
sance d'apr^s le proc^d^ de Grassmann, pr^sente un int^r^t par- 
liculier ( * ) . Par Ik se trouvera d^montr^e en m^me temps la pro- 
position que toute courbe du troisieme ordre pent dtre engendr^e 
de cette mani^re. Nous revenons au syst^me pr^cit^ de neuf 
points. Sa propriety caract^ristique et d^terminante consiste en ce 
que les points a, b, c et of, b', d forment deux triang^les dpnt lc$ 



(*} Voir Clbbsch, Math, AnnaUny t. V, p. ^i\, 

Gldscb. — Giomdtrie, II. 1 8 
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sommets sont sitii^s sur la courbe et dont les c6t^s se coupeni 
corr^lativement sur la courbe en a!\ hl\ c". Si nous consid^rons ces 
trois derniers points commc donnas arbilrairement sur la courbe, 
nous avons k resoudre le probleme suivant : 

Trouver un triangle dont les sommets a, b, c sont sitites sur Li 
courbe du troisieme ordre et dont les cotes passent separeinent 
par trois points a!' ^ V, d* donnes sur la courbe. 

Deux triangles de cette nature une fois trouv^s formenl la ba^e 
d^une description de la courbe suivant le proc^de de Grassmann, 
et cela d\ine double mani^re, car le choix que Ton fait de Tun 
de ces triangles pour triangle abc et de Tautrc pour triangle 
afly est indifferent. Nous montrerons qu'on pent toujours 
trouver quatre triangles repondant aux points a", i", c"^ cos 
triangles forment six couples, et Ton a en consequence cetle pn>- 
position : 

Trois points donnes arbitrairement sur une courbe du troi- 
sieme ordre conduisent a douze manieres d'engendrer la courbe 
sui^^ant la method e de Grassmann, 

Les quatre triangles dont il a et^ parl^ s'obtienncnt de la mani^ro 
suivante. Joignons les points b" et cf' par une droile que nous 
supposerons rencontrer la courbe en rf; nous admettrons aussi que 
la courbe soit coupce par la ligne a"d en a"'. De ce dernier 
point a'" menons a la courbe une tangente dont a sera le point 
de contact, et soient c et b les points que les lignes joignant a a // 
et c" delerminent sur cette tangente. Nous afflrmons qu'alors la 
droite a"b passe aussi pare et que par consequent les points a, 
by c forment un triangle de Tespcljce cherchee. Nous avons en effet 
trois courbes du troisieme ordre : 

1** La courbe originaire donnee, 

2** Les lignes da"a"'y b" ac, d'ab, 

3° Les lignes d¥?y IF^a^ ^, 
qui se coupent aux points a'^, b" y c/', rf, i, d" et au point comptant 
doublement a, par consequent en huit points ; elles ont done le 
ncuvieme point c commun. Comme maintenant nous pouvons 
mener de al" quatre tangentes a la courbe, et comme, ainsi qu'on 
pent le voir facilement, la construction de deux points i*' ou c° 
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Irouves d'une mani^re analogue k eH' ne donnerait rien de nouveau, 
nous avons ce th^or^me : 

11 exisie quatre triangles dont les somme/s sont situes sur la 
courbe du troisieme ordre et dont les cotes passent separement 
par trois points donnes sur la courbe. 

De ce que les points a, b, c ont ^te trouv^s comme points de 
contact des tangentes issues de a"', b"', d", on tire la consequence 
suivante : 

Ay ant un triangle de Vespece consideree, on en deduira les 
trois autres en cherchant par rapport aux sommets du premier 
les trois sjstemes de poles conj agues qui leur correspondent sur la 
courbe ens^isagee comme hessienne de trois autres courbes. Par 
celte relation du mode de description de Grassmann avec les sys- 
lemes de couples de p6les conjugu^^s se trouve ^tablie sa connexion 
avec le mode de description de Schroter qui a ^te expos^ plus 
haul. On reconnait imm^diatement que la mdme courbe, obtenue 
par le procede de Grassmann au moyen des points a, b, c et des 
lignesa, j3, y, est aussi constructible suivant le procede de Schroter 
ail mojen des trois couples de points a, al\ b^ b'\ c^ c'. 

Onverifie aussi sans peine, directement, que ccs couples de points 
sont bien des couples de pdles conjugu^s. Pour cet objet, il suflit 
de montrer que les points d'intersection des lignes ab' et a'b, 
OU ac* et dc ou bd et V c sont encore situ6s sur la courbe ; or il en 
est evidemment ainsi, car, si Ton joint par exeraple le point de 
rencontre des deux derni^res lignes k a, by c, les points de rencontre 
de ces lignes de jonction sont situds sur une droite, comme le 
demande le modede description de Grassmann, a sa voir la droite a. 

Done, tandis que le m^canisme de Grassmann donne naissance a 
la courbe par un procede continu, la ra^thode de Schroter four- 
nit un moyen de construire lin^airement autant de points s^par^s 
que Ton voudra de la courbe. 

Apres avoir ainsi ^tabli la dependance respective qui existe 
entre ces deux modes de description, on demandera encore de les 
ramener au mode de description de Chasles, et voici comment on 
pent y parvenir. On regardera dans la^g^. 29 le point 3 comme 
fixe, et Ton se servira des points «, i, 3 et des lignes a, P pour 

18. 



276 TOME II. — CliAPlTBE II. 

engendrer une conique suivant la method e de Grassmann, de leile 
maDi^re que les lignes joignant ]e point d^crivant x k a elb ren- 
contrent respectivement les lignes a, |3 en des points dont la ligne de 
jonction passe par 3. Gette conique passe aussi en toute hypothese 
par le point d^intersection d des lignes ab' el baf , cslt les lignes qui 
joignent ce point k a el b coupent les lignes a, (3 precis^ment en 
b\ of, qui, de m^me que 3, sont situ6s sur y. Ainsi le point d est 
toujours le m^me de quclque maniere que 3 puisse etre silue sur 
la Jigne y ; si done on fait inouvoir 3 sur y, et que Ton construise de 
la maniere indiqu^e pour chaque position de y une conique, toutes 
ces coniques forment un faisceau dont les points de base sont 
situ^s en a, by d j d. Ajoutons maintenant encore le point c. A 
chaque position de 3 correspond aussi un rayon passant pare, la 
ligne de jonction de 3 avec c, laquelle passe aussi par x. Par Tin- 
term^diaire du point mobile 3; le faisceau de rayons passant pare 
se trouve done reli^ projectivement au faisceau pr^cite de coniques, 
et les points d* intersection x des courbes correspondantes des 
deux faisceaux engendrent la courbe meme que nous avons pre- 
cedemment obtenue d'une autre maniere, Au lieu du point c nous 
pouvons, comme cela va de soi; prendre aussi le point a ou le 
point b. 11 est encore a remarquer que le faisceau de coniques 
employ^ ici est dans une situation sp^ciale par rapport au faisceau 
de rayons, puisqu'un point de base du premier forme avec le 
sommet du second un couple de pdles sur la courbe construite; od 
nepourra done pas, inversement, tirer immediatement des ^l^ments 
donnas d^un trace par la m^thode de Ghasles les ^l^ments des 
modes de description de Schroter et de Grassmann relatifs a la 
m^me courbe (*). 



(') II y a lieu au surplus de faire des reflexions analogues en ce qui concerne les 
modes de description de Grassmann, de Chasles et de Jonquieres pour une courbe 
d'ordre quelconque. Si, par exemple, dans la^^. 29, on fait mouvoir le point csvr 
une nouvelle droite ^, et que Ton construise pour tout point de celte droite, conii- 
dere comme point c, la courbe C, qui lui correspond, ces courbes C,, en nombre 
infini, formeront un faisceau dont ies neuf points de bane sont faciles k indiquer. t'n 
faisceau de rayons projectif relativement au faisceau de coniques s'obtient de la 
maniere suivaiite : Joignons cbaque point c de i k un point lixe </, puis le point de 
rencontre de cette ligne de jonction et d*une droite fixe c a un nou?eau point fiie e. 
Le faisceau de sommet e est alors projectif par rapport k la serie de points decrite sur it 
et cons^quemment par rapport au faisceau curviligne precedent. On obtient ainsi le 
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IV. — Les formes cnbiques ternaires. 

Nous avons d^ja plusieurs fois, lorsqu'il s^est agi de trailer 
d'une mani^re complete certains probl^mes relatifs aux courbes 
du troisi^me ordre, renvoy^^ k la th^orie des formes cubiques ter- 
naires. En r^alite, cette derni^re ne nous fournira pas seulement 
une representation algebrique ^l^gante des questions que nous 
avons ^tudi^es; elle nous amenera encore k d^passer ]es limites du 
champ de nos pr^c^dentes considerations, ainsi qu'il est arrive 
pourles formes ternaires qucdratiques. Ainsi, tandis que la th^orie 
des formes a eu d'abord son origine dans la n^cessite de formuler 
alg^briquement les probl^mes de la G^om^trie projective, inter- 
\ient main tenant k Tin verse un re tour de TAlg^bre sur la G^o- 
melrie : c'est la tAche decelte derniere de s'approprler les concep- 
tions de I'Alg^bre et d'elargir ainsi son propre cercle dans diverses 
directions, ce qui s'est produit par exemple k regard de la notion 
des polaires. Dans ce qui suit, nous commencerons par pousser la 
theorie des formes cubiques ( * ) aussi loin qu'il est n^cessaire pour 
Felude complete des points d'inflexion ; quant aux autres forma- 
tions et k leur coordination entre elles, nous n'y toucherons 
que d^une mani^re fugitive, surtout parce que leur sens g^om^- 
trique n'a pas encore et<§ completement saisi. 



traee d'une coiirbe C4, trace qui peut aisement aussi se formuler dans la methode de 
Grassmano. Les choses sont encore plus simples si Ton determine la courbe par deux 
faisceaux de coniques G,. Un faisceau de cette espdce s'obtient, sur lay?^. a8, en 
faisant monvoir c sur une droite y, et un second derive d'une figure correspondanto 
dans laquelle a, b, r, a, fi ont ete remplaces par a', ^, & ^ a', ^\ et oii d se meut 
snr /. On peut etablir la relation projective entre ces deux faiscoaux en reliant per- 
spectivement au moyen d'un point fixe les series ponctuelles ayant y et / pour bases. 
On peat demontrer que tout trace suivant la methode dc Grassmann peut 6tre ainsi 
rameae k un trace de Chasles, c'est-a-dirc que, avec les elements do Tun, on peut 
determiner les elements de I'autre. * 

(*) Les commencements de ces doctrines se trouvent dans les travaux de Hesse, 
«ur les points d'inOexion. Aronhold, dans le Journal de Crelle, t. 39 (18^9), s'est 
attache surtout a donner les deux invariants. Cayley a repris cette etude avec deve- 
loppement, en y joignant celle des covariants et des formes adjointes du troisieme et 
du sixieme ordre, dans son troisieme Memoir upon quantics (i856). Les bases d'une 
exposition systematique du snjet ont ete posees dans le travail de Aronhold {Journal 
de Crelle y t. 55, i858), oO Tanteur a coordonne et etendu ses resultats de 1849. On 
doit encore citer, pour le developpement de la theorie, Clebsch et Gobdan, Math, 
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A I'^gard des formes cubiques ternaires, nous avons d'abord a 
consid^rer deux groupes de formations dont Tun est emprunle a 
la ih^orie des formes binaires cubiques, I'aulre a la ih^orie dcs 
formes ternaires quadratiques. 

Si Ton d^signe symboliquement une forme cubique binaire par 
f^^alj Ic systeme de ses formations annexes comprend, coinme 
on sait (t. I, p. 271 ), les suivantes ( * ) : 

'■' I 'R = [':':'Y=:(abY{c(lY[ac)[bd]. 

De ces formes on en tire immediatement d'autres qui appar- 
tiennent a une forme cubique ternaire 

[0.) f=<'i 

en faisant usage de notre principe de translation (t. I, p. 344]? 
savoir: 

(3) Q^{abu)^[cau)clb^, 

I F={abuY (cduy{acn){b€iu). 

Le sens geometrique des figures obtenues en ^galant ces formes 
a z6ro resuhe immediatement de notre principe de translation el 
nous est d6ja partiellement connu : 

L' equation F = o est l' equation de la courbeJ'= o en coor- 
donnees-lignes (t. I, p. 34^)- 

L* equation = o donne pour x constant V equation de la 
premiere polaire de x en coordonnees^lignes , pour u consta/U 
le lieu des pdles x dont les premieres polaires touchent la ligneu, 
ou ce quon nomme la poloconique de la droite m (p. 17). 

A regard de cette derni^re courbe le principe de translation 



Jnnalen, t. 1 et VI, Gorda!«, ibid., t. 1, Gcndelfixger, ibid., t. IV et V, et CAYin, 
Seventh Memoir upon quantics {Philos, Transactions, 1861, f^oir un Resume des dijf- 
rentes denominations ou notations en usage {Math. Jnnalen, t. VI, p. 439, note). 

(*) Les formes designees auparavnnt dans la theorie des formes binaires par A el R 
le Bont ici par r et B, pour eviter les confusions produites par des denominatioDS 
si mil aires. 
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entraine, en vertu de ]a signiGcation du couple de points r = o 
dans les formes binaires, le ih^or^me suivant : 

Les points d' intersection de la poloconique d'une droite u ay^ec 
cette droite sont situes equianJiarmoniquement par rapport aiix 
points d' intersection de u ax^ec la courbe originaire f=o. 

La signification de Q = o se trouve en observant que Q tire son 
origine de la formation 

si Ton y fait s^i = CgC^. Mais Q' = o est la condition pour que Ic 
point X el le point de rencontre des lignes Uy v soient conjugu6s 
Vun a Tautre par rapport k ]a poloconique de la droite u\ si done 
on pose pour v les coordonn^es Cic\ de la polaire lin^aire de j*, 
il en resulte cette consequence : 

Par V equation Q = o, A toute droite u est associee une courbe 
du troisienie ordre comme lieu des pdles x dont les polaires 
lineaires sont rencontrees par la ligne u en un point qui est con- 
jugue a X relativement a la poloconique de u, et, k cause du sens 
du groupe lernaire Q = o dans les formes binaires et de sa relation 
avec T = o, ^ chacun des trois points ou la ligne u est rencontr^e 
par la courbe qui pr^sente cette d^pendance avec elle, un des 
irois points de rencontre de u avec la courbe primitive est associ^ 
de telle mani^re que les trois couples forment une involution; les 
points doubles de cette involution sont les points d*intersection 
(le la ligne u avec sa poloconique. 

Nous ne ferons d^ailleurs aucun usage de la forme Q dans cc 
qui suit. Au contraire, la forme 6 a pour nous une importance 
particuli^re. Nous la d^signons symboliquement par 

de sorte que le produit de deux facteurs et de deux facteurs ^ 
regoit seul une signification effective, savoir 

^eiB,,^,^^ = {aibi,-\-6ia,,)[ab),[ab),„. 

En vertu de la permutabilit^ de a el by on 'a done 

{abuy a, bf, = S/eifcii^, 



a8o 
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et de \k r^sulte une representation plus simple des formes Q el F, 

car on peut, d' apres cela^ dans une forme qui a lejacteur [abuf^ 

remplacer toujours ce dernier par u^, pourvu que I' on remplace 

en meme temps les lettres aet b qui entrent encore lineairement 

dans la forme toutes deux par les symboles ® (*). On a done 

aussi 

Q=r^|.(cetf)cie^, F=: u\[cduY[%cu)[Bdu), 

et, en observant que F renfcrme encore le facteur [cduY et em- 
ploy ant dPe nouveau le m^me proc^d^, 



(5) 



Y = ulu\. [SS' u]\ 



cequi, egal^ k z(^ro, n*est autre chose que T^quation en coordonn6es- 
lignes de la conique &^u^ donn^e en coordonn^es-points ; on a 

done aussi, en posant 0/a = - -5 — i — (^)f 

* 2 OJCiOxig ^ ' 



(6) 



F= — 2 



©11 

«1 






®13 

©13 

©38 



«1 



Ui 



U. 



Nous pouvons encore d^finir (et par consequent aussi F) non sym- 
koliquement, puisque foumit Ti^quation en coordonn^es-lig^nes 

de la conique a'^j. ax = ^^fikjriyh [on a fait ic\fik= g . ' -)> 
et il vient (p. 18) 



(7) 



© = — 2 



/.. 


/.. 


/.. 


«1 


/.. 


/.. 


/., 


«1 


/., 


/.. 


/is 


«3 


«l 


«1 


«3 






G^om^triquement, nous pouvons concevoir Ti^quatlon (3) de la 
mani^re suivante. F = o est I'^quation de la poloconique de u en 



(') De la resultc aussi, par formation polairc, que {^abu) {^abv)a^bk=-^fik^^*^. 
(*) En ce qui concerne Ic facteur numdrique, 1/9/r la th^orio des formes quadn- 
tiques, t. 1, p. S'^iG et 354. 
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coordonn^es-lignes ; mais, comme ces coordonnees-lignes ont ^t^ 
suppos^es elles-m^mes egales aux quantit^s u, c*est 1^ la condition 
poor que la poloconique de u louche cette ligne elle-m^me. 

Xc5 tangentes de la courbe primitive sont ainsi definies par la 
circonstance quelles sont touchees par leurs poloconiques ( * ) . 

L'aulre groupe des formes que nous avons ^ consid^rer derive 
des formes quadratiques ternaires d'apr^s ce principe que les 
invariants et Jes formes adjointes des polaires donnent respec- 
tivement des covariants et des formes mixtes de la forme primi- 
tive. Le syst^me d'une forme quadratique ternaire a^ se com- 
pose des formations 

ffz=[abuYy Kz=[abcY. 

Dans le passage aux formes cubiques, nous n'avons qu^^ ajouter 
a tout symbole a, &, . . . un facteur lin^aire symbolique a^, bxj • • • 
et nous obtenons ainsi les formations 



dent la premiere se confond avec la forme ainsi d^sign^e plus 
haut. La seconde est le determinant de Hesse, qui nous est bien 
connu. EUe derive aussi de si Ton fait uiUk = CiCkCx\ elle pent 
done ^Ire representee, en faisant usage de la designation symbo- 
lique (4), par 



— ^i^« 



(9) A=®x^S^x 

II ne peut exister de covariant d'ordre moins elev^ que A, ce 
dont on se convainc ais^ment par les reflexions generales qui 
suivent. Si un covariant d'une forme du tz'*"' ordre est de degre x 
par rapport aux coefficients, il renferme x symboles differents 
chacun /2 fois, et par consequent 3t« series de symboles. Mais ce 
m^me nombre doit aussi etre egal ^ 3X 4- |ui, (ix designant Tordre d u 
covariant et \ le nombre des facteurs determinants symboliques 



(*) Cela resulte aussi directcinont de la theorie des formes cubiques binaires; car 
7 = o a toujours et exclusivement deux racines egales en m6me temps que /*= o. 
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qui s'y renconlrent. Nous avons done 

XT? =: 3^ -+- II. 

On trouve de m^me, pour une forme adjoinle de classe v et de 
degr^ X a X facteurs determinants, 

x/l = 3X — V, 

et enfin, pour une forme mixte d'ordre [if de classe v et de degrex, 

X/I = 3X-|-U V. 

De ces trois Equations r^sulte, pour le cas ou « est divisible par 3, 
le th^or^me suivant : 

Si ford re d'une forme ternaire est divisible par 3, elle ne 
possede que des cos^ariants et des formes adjointes dont I'ordre 
ou la classe est divisible par 3, et que des formes mixtes dtms Us- 
quelles la meme chose a lieu pour la difference enlre lordre 
et la classe. 

Un r^sultat semblable se produit a regard des formations inva- 
riantes qui appartiennent k une forme primitive, k r variables 
homog^nes, si i'ordre de cette forme primitive est divisible par r. 

Nous pouvons ^tablir des considerations g^n^rales analogues en 
ce qui concerne les invariants. Comme une telle fonction est tou- 
jours compos^e de facteurs dutype [abc)[l. I, p. SSg), elle doit elre 
au moins du troisi^me degr^, cas ou la formation [abcY est seule 
possible. Or cette derni^re ne change pas de signe, lorsqu'il y a 
permutation de deux symboles, si Ji est impair; elle s'^vanouit done 
identiquement ; Une forme d'ordrc impair ne posskde aucun 
ins^ariant du Iroisieme degre. D'ailleurs, a Tegard d'un invariant 
de degre x et a ). facteurs determinants, on doit toujours (en 
posant |ut = v = o dans les pr^c^dentes equations) avoir la rela- 
tion )c/i = 3X, c'est-a-dire qii'un inv^ariant de degre x renfenne 

X T^n facteurs determinants. 

Un invariant de la forme cubique doit done ^tre au moins du 
quatrieme degr^ et renfermer quatre facteurs determinants. Nous 
pouvons, en effet, former directement une telle fonction avec les 
quatre symboles a^b, c, d\ comme aucun facteur determinant ne 
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peut renfcrmer deux fois le m^me symbole, le premier facteur 
determinant est en toute hypothise {abc); les trois autres doivent 
chacun renfermer une fois rf, et il ne reste pour la mani^re d y 
r^partir les autres symboles a, by c, abstraction faite du signe, 
qu^une seule combinaison possible. Si nous d^signons avec 
Aronhold par S Tinvariant qui prend ainsi naissance, nous avons ( ' ) 

(lo) S = {abc)[abd){acd){bcd]. 

Ce n'est que plus tard que nous rechercherons le sens geome- 
trique de la condition S = o. 

Nous pouvons aussi d^duire de la forme O Tinvariant que nous 
venons de trouver, car, en vertu de (4)> on a 

[abu ){abi') a^ b^ — 0* m^ r^, 

et, si Ton remplace les u par t*, les v par d, les x par les deter- 
minants mineurs de c et d, on oblient de nouveau S dans le 
premier membre; on a, par consequent, 

expression qui peut encore ^tre d^duile de 0^wy = {cdu)^Cxdx^ 
en y remplagant les x par^, ]es u par0. On a par consequent aussi 

(12) s^e|,0'^*. 

Nous pouvons d^duire de 1^ pour S une definition non symbo- 
]ique. On a en eflet, d'apr^s (12), 

S = {e,y,-f-e,^',-^e,5'3)«(e\5l4-e;^, + e',^,)« 

avec 



(') C'est rinvariant d^j& eit6 plus haut (p. aSa). En effectuant le calcul, on trouvc, 
d'apres Aronhold, pour /*= ZZlanxjXi Xk^ 

^S = («,„«,„ — «;„)•-♦- (fl„,a333—tf!n)(«„,tf|S3—<'5li) 

-+- ( «iaa ^3M -*- <*aU «133 — 3 <»I2J «M3 K <»lia '»IM — ''l 13 ''iM ) 
-»-(<»IM'»3M -»- <»I33''2M — 2'»ia3*»M3)(<'ll3«l»3 — <»IU'»I»3)' 
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Nous obtenons done aussi pour S la quadruple somme 



(i3) S = 



I v^ <?*e ^*e 



1 6 ^ dxidx/gdUfndUf^ dJc^djCf^dufduj^ 

ikmn 



Maintenant, de S derive une forme adjointe si nous rempla^ons 
une s^rie de symboles telle que les symboles d par des coordonnies- 
lignes w; il vient, en vertu de (lo) et (ii), 

I f^ \ ^ = [abc] [abu] [acu) [bcu] = ~\ UiU,,u,, 

(l4) j \^Oaii,^ 

c'est-a-dire une forme adjointe de la troisieme classe etdu troisieme 
degr^. 

Or, une telle forme nous ^tait donn6e par le premier membrc 
de r^quation de la cayleyenne [(i), p« ^^45], et, comme k raison do 
Tarrangement n^cessaire des series de symboles, semblablcment 
a ce qui est arriv^ pour S, il ne pent exisler qu'une forme 
adjointe du troisieme ordre, S = o nous represente 1 equation de 
la cayleyenne. C'est ce qui est confirm^ par le fait qu'i Tegard d'uu 
ri^seau de coniques 

la m6me courbe etait donn^e par [abu) [acu) {bcu) = o (p. a5o). 
Si nous substituons en eflet ici «t^^ ^i «^, ia i^ k A^, c^c^ a rj, 
Uy b, c etant des symboles de la forme primitive, nous obteDons, 
pour le r^scau des polaires de /", 

^i^i^3 [fibu] [acu] [bcu] = o, 

expression dont le premier membre, h. cause de la permutabilite 

de a, A, c, est ^gal a -r S. 

o 

Uequation S = o represente done la cayleyenne. 

On pent aussi 6videmment d^duire ^ Tinverse S de S. Poson> 

S = a' ; il vient 

(i5) S^flJ. 

Les formations prec^dentes font A^\k voir le sens special do la 
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forme 0. Nous allons, a regard de cetle dernidre, d^montrer d'abord 
deux th^or^mes qui nous seront utiles par la suite. Nous obser- 
verons pr^alablement que d'une forme (f du ft**"* ordre et de la 
yiiBM classe on pent toujours d^duire une nouvelle forme 

jtiv ydjrjdtfi Oxidui dx^du^j 

poss^dant la propriety de Tin variance , car^ en posant symboli- 
quement f = r^wj, nous avons 

et la m^me chose a lieu pour les formes produites par la continua- 
tion du m^me proc^d^ : 

et ainsi de suite. 

En soumettant maintenant k I'op^ration indiqu^e^ il vient, en 
verlu de (4), 

e' =iS^%^u^ = - [abu][[aha) b^ -^ [abb)a^], 

2 

expression qui s'^vanouit identiquement. Done : 
La forme deduite de est identiquement niille. 

Mais alorSy h. cause de 0^0^0:r2^^) tous les coefficients 
®a> Qo ^k doivenl s*annuler, d'ou cette consequence : 

Toute expression qui renferme le Jacteur symholique 0^ est 
identiquement nulle. 

Le second th^orime qui doit nous occuper relativement ^ sc 
rapporte k la formation 

= [abc) [abd) (^cdu)* aj.bjg, 
Appliquons a cette expression Tidentite 

[cdu) b^ = {bed) Ujg -+- ( bdu) c^ — ( bcu ) d^^ ; 
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il vient alors 

P= [abc) [abd){cdu)ajg[{bcti] Uj. -4- (ftrfwjr^ — [bcu)fljp], 

Le premier lerme renferme le facte ur eflectif Ux\ quanl au 
second, il est identique au troisi^me, parce que tous deux se 
changent Tun en Tautre par permutation des symboles c, d. On a 
par suite 

expression dans laquelle 

( i6) M = {abc) (abd) ( bed) {cdu)a^, 

(17) Q =^ (fl^c ) [abd) ( cdu ) ( bdu ) a^^ c^. 



Si nous permutons dang Q les symboles rt et c et que nous ajou- 

tions Texpression de Q qui prend ainsi naissance a la precedente, 

il vient 

2Q= {abc)[bdu)aj,Cj,[{abd){cdu) — [cbd) [adu)]. 

La partie qui figure entre crochets dans le second membre est, 
d'apr^s une identite connue, 6gale a [acd) [bdu), et de la r^sulle 

2Q==(«^c) [acd] [bduY ajpCjcj 
ce qui se transforme en — P si Ton permute b avec c; on a done 

P = 1 iMw^. 

Permutons maintenant, dansTexpression M,a avec c et avecrf, 
ct ajoutons a M les expressions ainsi formees; nous obtenons 

3M =: [abc) [abd)[bcd) [[cdu)ax — [adu) c^ — [cau)dj.], 

Mais Texpression entre crochets est, d'apr^s une identity connue, 
egale a [acd)ux' De la resulte 

(18) 3M=:[abc)[abd)[bcd)[acd)rt^z=zSu^, 

et par suite 

('9) P = gS«», 
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ce que nous formulerons dans la proposition suivante : 
La forme deduitede 0, sav^oir 

V — e>\,ei) u\^=i [abc] [abd] [cduYoj^bjc^ 

a la valeur 7; S m^. 
o 

Nous pouvons sans peine saisir le sens g^om^trique de celte 
formule si nous consid^rons que P n^est autre chose que Tinvariant 
a\ pour les deux coniques 

fl* ^ e^tt| = o ct «* =E Q'x^\i ==: o. 

IcI Ton a ^crit a^ et u\ pour la meme forme 0; mais, dans a^ , = o 
est regarde comme I'^quation de la poloconique de w, dans ii\ 
comme lY^qualion en coordonn^es-lignes de la polaire conique 
(lex. Dans (19) se trouve done ce th^or^me : 

La polaire conique de x est haimoniquement uiscrite h la polo- 
conique de u lorsque x est reuni de situation avec u, et mdme 
sans cette dernie,re condition lorsque S est mil. 

Nous pouvons interpreter Tequation (18) d'une mani^re lout a 
fail sembiable. On reconnait en effet, sur (16), que M n'est autre 
chose que Texpression a^Ujax-, car nous avons (en posanl s = uf) 

Zv]ug = [adc) [[obv) [acv] [bcu)-\- ( bcv) [abv] [acu) 4- (ucv) [bd') [aba] 
= 3 [nbc) [abv) [bcv) [acu)^ 

ce qui se transforme en M si Ton remplace a par d, v para, et 
qu'on mulliplie par ax- Par consequent, dans (18) se trouve ce 
ih^oreme dont nous avons deja fait usage ( * ) : 

La polaire conique d'un point x relatiuement a la courbe 
primitive est harmoniquement circonscrite a la polaire d'unr 



(*) f^oir p. 252. La forme U{a, b, c^=. {abu){acu){hcu)^ deduite de» coniques a\ 
^\y ^\y est egale a a. ^,c, [abu){acu){bcu\ si on l*etablit pour les polaires coniques des 
sommets du triangle des coordonnees relativement a a\^ et elle est, par suite, ^galc 

^7fS, d'ou le facteur - dans requation (u), p. 332, au lieu du facteur 3 dans I'equa- 

tion (18). 
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droite u relatwement h la cayleyenne si u et x sont reunis de 
situation, et m^me sans cette condition si S est nuL 

Les Equations (i8) et (19) nc sont que des cas sp^ciaux d^une 
r^gle plus g6n^rale dont voici T^nonc^ : 

Lorsque la representation sjmbolique d'une forme renferme 
deux facteurs de S, tels que [abc), [abd), et en outre les series 
c, d reunies en unfacteur determinant sjmbolique, la forme est 
divisible par S. 

Tout produit de I'esp^ce cit^e se compose en effet d'une somme 
de termes de la forme 

[abc) [abd) [cdu) aibj^Cid^'Ef 

E ne renfermant plus les symboles a, by c, d, et les quantit^s u 
d^signant une autre s^rie de symboles ou des coordonn^es-lignes. 
Mais le terme dont il s*agit doit toujours ^tre divisible par S du 
moment oil il en est ainsi pour I'expression 

L = [abc) [abd) [cdu) a^byC^d^ = - [abc) [abd) [cdu) [a^^by-h bjcOy)c,d^, 

Or, comme cette derni^re est symtStrique en a et i, elle derive, 
par formation polaire, de la forme 

L'= [abc) [abd] [cdu) ctx^x^z^tt 

et nous avons seulement a d^montrer que celle-ci renferme le 
facteurS. Permutons, dans L',c, d^ et ajoutons k Ula formation 
ainsi obtenue. II vient alors 

2L'= [abc) [abd)[cdu) axb^[c^dt -^ d^Ct) 
= [abc) [abd) [cdu) [cdv) a^b^ 



'xy 



en posant ^/= {zt)i. Or cette expression s'obtient au moyen dc 

P z=z[abc) [abd) [cdu^a^b^, 

si Ton forme T^quation du p6le de la droite 9 relativement i 
P = o. Mais, comme P, suivant (18), contientle facteur S, la m^me 
chose a lieu aussi pour \J. c. q. f. d. 

Avec les formes 0, Q, F, S, «, les formations les plus simples 
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sont ^puis^es, et leur examen nous permet d'^tudier en detail le 
faisceau sryzjgetique xyH-XA = o. Nous commencerons par 
etablir pour la fonction compos^e x^ + XA les formes qui nous 
sont connues poury*(en exceptant toutefois F et Q). 

A cette fin, il nous sera utile de faire usage du proc^d^ de 
diflerentiation compost que Ton indique par la letlre 3, et k 
regard duquel nous avons d^montr^ plus haut qu*il n'altere pas 
rinvariance d'une forme (f faisant partie du syst^me qui appartient 
a/(t. I, p. 334)- Ceproc^d^ consisle ici idifKrentier <y suivant les 
coefficients antk de/", 4 les multiplier par les coefficients corres- 
pondants a/AA de A et 4 ajouter les produits, c'est-^-dire qu't/ est 
dejini par I' equation 

dans laquelle le signe sommatoire se rapporte a toutes les combi- 
naisons des indices i, A', h. Si nous d^signons main tenant par 9«x la 
forme qui est par rapport k xy+ X A ce que (p est par rapport kf, 
nous obtiendrons, d'apr^s le th^or^me de Taylor, pour (f.x, une 
s^rie proc^dant suivant les puissances de x, X, et dont les coef- 
ficients <fi se d^duiront les uns des autres par difT^rentiation. Mais 
nous apprendrons plus tard k remplacer la differentiation simple 
par le proc^d^ d, et nous avons d*abord k rechercher rinfluence 
du proc^d^ J sur/, A, 0, S, 5 (•). 
Or on a, par definition, 

Po'iir fixer Tinfluence du proc^d^ J sur une expression sjmbo- 
liqiie plus compliquee cp, remarquons que toute s^rie de symboles 
renfermes dans cp indique la presence lin^aire et homog^ne des 
coefficients aikh dans cp. On voitpar \k que le proc^de de difft^ren- 
tiation conduit k la somme des expressions qui prennent naissance 
si Ton diffi^rentie seulement suivant une telle s^rie ; on a 



(')l Les deax proccd^ se distinguent par la circonstance que, dans le premier, les 
flciljl sont consideres comme independants des ajffij ce qui n'a pas lieu dans le pre- 
cede i, Ce dernier a ete introduit par Aronbold. 

Clebscd. — Gtrometrie, II. in 
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Done on deduit d*une foi-me 9 la forme dtp en remplacanl 
successhement dans la /or me symbolique de f chaque seric de 
symboles par uneserie de sjmboles de A etenfbrmant la somme 
des expressions obtenues, 

PouV in trod ui re au lieu des symboles a de 

les symboles a^b^ c de^, ilcst n^cessaire d'observer que, parsuite 
de la permu lability de a, by c dans A, on a 

-[obcYaibkC,,. 

Si done dans un produit symbolique se rencontre le sjmbole a, 
r introduction des symboles a^ by e de la forme primitive se fml 
en remplacant a qui entre troisfois, unefoispar a, unefoisparhy 
unefois par c, et en multipliant par [abc)^. 

^application du proc6d^ ^ ^ A donne done d'abord^ suivantla 
premidris r^gle^ 

et ensuite, par application de la seconde r^gle et subsliiution des 
symboles c, dy e defkoiy 

i^ = 3[abc) (abd) a^b^e^ [cde)*. 

Le second membre s'obiient aa moyen de P, k la condition de 
poser Ui=iei et de multiplier par e^; on a pour cette raison, 
d'apr^ Tequation (19)^ puisque e^ =fy 

(21) ^l = 3(a^a)'aar6;r** = - S/. 

L' applieation du procede d au eouariant A ramene done a la 
forme f multipliee par - S. 

U r^sulte de li, si Ton tient compte de (20), que rapplication 
m^me reit^ree du procede d a A ne pent conduire 4 aucun 
covariant nouveau. Tous les covariants qui ont celte origine soni 
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nccessairement des fonctions lin^aires de f et A, et leurs coef- 
ficients sont des invariants produits par rapplicalion r^it^r^e du 
proc^d^ d ^ S. 

Maintenant, Texpression («Atf)* ax^xO^x n^est autre chose que 
Tunique invariant simultane des polaires coniques de x relati- 
Yemen t ^ /"= o et A = o. L'^quation (22) comprend done ce 
iheoreme : 

Si X est un point d'une courbe du troisieme ordre, on peat 
circonscrire a la polaire conique de x relatisfement a cette courbe 
des triangles qui sont triangles polaires de x relativ^ement h la 
hessienne et inscrire a cette derniere des triangles qui sont 
triangles polaires de la premiere. J I en est ainsi pour tout point x 
si Vinvariant S s'annule. 

Nous insisterons encore sur le cas de S = o. D*apres les d4ve- 
loppement5 donnas pr^c^demment, il existe pour les coniques du 
reseau a^oe^ = o un nombre doublement infini de coniques qui 
pr^senteni a leur ^gard la relation enonc^e ; ces derni^res forment 
le reseau tangentiel conjugu^ et peu vent par consequent se repr^- 
sentersous la forme %u^ + ^''^ +/^u|=o; Up =0, 11^ = 0, u| = o 
elant trois courbes quelcoaques du reseau tangentiel. D'autre part, 
les coniques 6 ^ [abuY ^xbx^^o dependent en g^n^ral quadrati- 
qucment de deux param^trcs, tandis que leur Equation en coor- 
doan6es-points fl?.a^ = o renferme ces param^tres lin^airement. 
Si maintenant 8 = 0, la presence de a.*o ^29 -^a ^lu second degr^ 
ne sera qu^apparente *, mais cette derniere circonstance ne sera 
possible que si toutes les coniques du reseau tangentiel ont un 
triangle polaire commun ( ' ), car elles peuvent se representer sous 

(^) Cette demonstration s'etablit plus eiactement corome il suit : Nous poiivons 
eooDcer In proposition du texte en disant qu'<7 n existe point d* autre reseau de co^ 
niques C,, duns leqnel une seuie courbe passe par dciLx points quetconques, et deux 
droites quelconques sont egalement tangentes a une courbe unique, que celui dans 
lequel toutes les courbes C, ont un triangle polaire commun. Demonstration : Toutes 
les coniques C, passant par un point x forment un faisceau de courbes qui ont, en 
tonte hypothese, un triangle polaire commun ; une droite quelconque u est touchee 
par deax courbes de ce faisceau, ayant m^me triangle polaire commun. Leurs ^ua- 
tions en coordonnees-lignes etant f = o, ^ = o, toutes les autres courbes C, du re- 
seau qui touchent la ligne u doivent 6tre representablcs sous la forme ^+A^ = 0, 
c'est-a-dire qu'elles ont aussi en commun le mSme triangle polaire. Gommo d'ailleurs 
n et X ont £te pris arbitraireraont, noire proposition est demontree. 

'9- 
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la forme 

Au\ 4-^«J -h /xkJ — o, 

et en coordonnees-points, pour xX = w, Xp. =; k^ jxy. —-. /, 

A^y I, m <§lant trois nouveaux paramelres entrant ^galement lineai- 
rement. Mais dans ce cas le r^seau conjugal a^.ax= o du r^seau 
tangentiel O = o se compose des coniques qui passent par les 
sommets du triangle polaire commun au r^seau tangentiel; ce!> 
dernieres ont done trois points communs, e'est-a-dire que la 
courbe A^^aJ.=-: o a trois points doubles ou, ce qui revient au 
m^me^ se compose de trois droites (p. io3). Comme d^alUeurs la 
hessienne du r^seau tangentiel @ = o est en m^me temps la 
caylejenne du r^seau conjugu^ (p. aSi), nous avons ce ih^oreme: 

La condition S = o ex prime que la hessienne do y= se 
decompose en trois droites. La cayleyenne se compose alors des 
trois points doubles de la hessienne, et le triangle forme pcu^ ces 
derniers est triangle polaire relativement a toutes les polaires 
coniques de la courbe primitive. II r^sulte au surplus de la derniere 
partie de cette proposition qu'e« cas d' evanouissement de S 
I' equation de la courbe primitiy^e pent etre mise sous la forme 

xj H- jtJ -f- j-J = o. 

Dans ce cas, le reseau tangentiel des polaires coniques de la 
cajole jenne est conjugue au reseau de celles de la courbe primitive, 
puisque toutes les courbes du premier sont touch^es par les cotes 
du triangle pr^cite. II en resulte de nouveau, n^cessairement, que 
Texpression M = a^ Ugax est a un iacteur num^rique pr^s ^gale au 
produit Se/x) comme nous Tavons trouve dans F^quation (18). A 
rinverse, nous aurions pu tirer de la derniere equation le sens de 
r^vanouissement de Tequation (18) et la n^cessit^ de la rela- 
tion (ua). 

Un iheor^me analogue a celui relatif aux formations derivees 
de f par le procede $ a lieu pour les formations d^duites de B par 
le meme procede. De se tire d^abord la forme 

2 J» 
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Comme on le voit immedlatement, ^z= o est ['equation d'une 
conique dont les tangentes u sont rencontrees par les polaires 
coniques du point x relatii^ement «/*= o et Ar= o en des couples 
de points harmoniques (t. I, p. 35o). 

Si maintenant nous appliquons de nouveau ^ 5 '^ proc^d6 d, 
nous oblenons deux termes dont Tun est form^ par application de 
Fop^ration aux coefficients de f remplaces par les symboles a, 
Tautre derive de Tapplicalion de Fop^ration aux coefficients de A 
remplaces par les a. La premiere partie donne une nouvelle forme 
mixte 

F-a seconde partie ramcne de nouveau 4 en vertu de (22), car 
cetle demi^re ,^quation exprime que 

Cetle seconde partie devient done - S (abu)^ ax bx, et il en r^- 
suite 

(261 ^5 — 3C-+-ise. 

Mais avec la forme DC celte s^rie de formations est termin^e, 
car k Taide des m^mes considerations on obtient immediatement 



I nm ' 



Les/ormesQy ^, ^ forment done comme f et A, vis-a-vis du 
procede 8y un systeme ferme. 

Deux groupes limit^s d'une fagon semblable proviennent des 
formes S et 5. Nous trouvons d*abord 

9S = 9[[abc) [abd)[acd] [bcd)]z=z ^[abc)[abii)[acai)[bca), 
9S z= ^[[abr) (abu) [acu] [beu)] := 3{ab%) [abu) (acta) [bau). 

En d^signant les deux nouvelles formes, abstraction faile des 
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facteurs imm^riques, par T el S, noas avons done 

i iS—Tz=z [ttbc) [ahst) [oca) ( bcx), 

(28) {] 

•^^S =^ zzz [aboL){abu) [aau) [bau]. 

Pour apprendre a connailre les propri<il^s de T et 6, donnons 
d'abord leurs expressions par rapport aux symboies origioaires 
dey*, et oela d*apr^s notre r^gle pr^c^dente sur le remplacemeDl 
des symboles de ^ par ceux de^*. Nous remplacerons done les 2 
divis^ment par rf, Cyf et nous multiplierons par [defy. II vienl 
alors 

( T=:::{abc){abd){ace){bc/){iie/)\ 

^^^ i ^=:(abd){abu](aeu]{b/u][def)*. 

Nous observerons que ^ se forme de T comme S de S par substi- 
tution des coordonn^es-lignes u aux quantit^s c, cc qui est impor- 
tant pour le calcul de dT ; et si Ton forme Fexpression 

> ^^ "/"A^/ki I 

I 

on obtient en tout six termes qui tirent leur origine de la 
substitution successive de u ^ chacune des six series de s^mbolcs 
qui interviennent dans T. Maintenant^ a^ by c entrent dans T 
sym^triquementy car T ne varie pas si Ton permute a et i, 4 la 
condition de permuter simultan^ment eelf, Les series de sym- 
boles ay b, c fournissent done trois termes ^gaax qui, d'apr^s (29)1 
sont tous ^gaux k S. De m^me les series d, e, y fournissent trois 
termes ^aux, car elles entrent aussi sym^triquemeni, puisqaeT 
ne varie pas si l*on permute par exemple if ei e ei simuItaB^nent 
aussi b et c. Si done nous d^signons par ^' les trois termes pro- 
venant des series cf , e, fy nous aurons 



2i 5^ "'"*"* ="^^^'^®'^- 



Nous allons d'ailleurs montrer que 6 et 6' sont ^gaux. On a 

€'= [ahc] [mbd] [ace) [bcu] (d€u)K 
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et, si nous ^crivons, dans 6^ c pour le symbole/^el que nous per^ 
mu lions a avec d^ 

^=(abd) [bdu) [fien) [bcu] (ace)*. 

La diQerence des deux expressions donne, par consequent, 

G' — G = [abfl) (ace) [bcu) [deu] [[nbc] [deu] — [ace] [bdu]]. 

Mais les deux termes entre crochets sont, d^apris une identity 

conoue, ^gaax k 

[dau) [ebe] + {^cu) [abe]. 

Si Ton effectue la substitution , il r^sulte d'un ih^oreme precedent 
que G' — 6 est divisible par S, car la premiere partie renferme 
[ehc) (flce) et a, h encore r^unis^ Taulrc renferme [abe) [abd) et 
d^ e encore reunis. On a par consequent 

Mais le facteur X ne peut plus, en dehors des trois series iiy renfcr- 
mer qu'une seule s6rie de symboles de/*, et, comme on n'en peut 
tirer aucun facteur determinant symbolique qui ne soit pas nul, 
il en r^sulte 

6' — g :zr O. C. Q« F. D. 

Entre I'inuarianf^ et lafornieadjointe 6 existent done les rela- 
tions 

(30) I ^=SS^ "'"*""=="?• 

Or une courbe du troisi^me ordre ne peut avoir qn'u/t invariant 
absolu,caron peut dans son Equation d^truire toutes les constantes, 
a Texception d\ine, par transformation lin^aire. II n'existe done 
que deux invariants S et T, et le proc^de S appliqu^ a T doit 
ramener a S. Pour former d'une mani^re effective ST il sufiit, en 
vertu de ( 3o)y de remplacer dans 6G ou 6& les quantit^s u par les 
svmboles a de A. Nous choisirons & et nous obtiendrons 

n=z6[abc){abd)(ace){bcii){deiiY. 
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Mais, d'apr^s (25), on a 

I S S 

V 

nous avons done dans dT k dcrire toujours dkldi place de dy e, a. et 

S 

r? a la plaee de (rfea)', c'est-^-dlre que Ton a 

(3i) n: = [abc] [abd) [acd) [bed) S — S*. 

Les invariants S et T! forment done comine f et A ouQ^^et^X.^ 
anS'U-vis du procede J, un systeme ferme. 

Nous reconnaitrons plus tard le sens g^om^trtque de la con- 
dition T = o, lorsque nous formerons A,x ; celui de la courbe G r= 
s'obtient par la consideration suivante. Nous partirons de la forme 
de C designee par ^' : 

G= [abc] [rtbd) (ace) [bcu] [deu)*. 

Celte derni^re pent 6tre compos^e avec les coeflicients de 6 etS, 

car, puisque 

e = [dcu)^d^ej, ~ eiw|, 

il en r^sulte, si Ton diflfi^rentie suivant les x, que Ton multiplie 
par les^, puis qu*on ajoute, et cela k cause de la permutabilite 
derfete: 

Sjg SyU^=[ dett ) * d^ ey . 

Si maintenant on remplace dans les deux membres les x par les 
determinants des a, by les y par les determinants des a, c, et qu'on 
multiplie par (a&c) (6cii), on obtient dans le second membre la 
forme precedente de G' =: S, et il vient par suite 

G = [^ab] [^ac] [abc] [bcu)u^^. 

On a d'ailleurs, d^apres ( i4)> ^^ d^signant par Sikh les coeflGcienls 

de S, 

fj Ug = [abc] [abv] [aa*] [bcu], 

et par suite, en rempla^ant 9 par et multipliant par u\y 
{ 32 ) 6 = «? = ej «,ttj- 
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Or, dans le second membre figure Tin variant si militant unique 
p^ de la poloconique p^^0 = o de u el de la polaire conique 
i/J ^ i'^ Uj = o de u relalivemenl a S = O. 

La courbe de troisieme classe G = o est done ens^eloppce par 
les lignes u dont la courbe polaire relativement a 8 = o est har- 
moniquement inscrite h leur poloconique relalivement iif= o. 

La forme de Sdonn^e dans (3a) nous conduit aussi a Texpression 
de d6 ; mais nous ne voulons pas effectuer le calcul qui s'y rapporte 
parce que nous ne ferons pas usage par la suite de la forme ^x\. 
Donnons seulement les Equations auxiliaires qu^on y emploie afin 
de montrer comment les relations qu'elles contiennent peuvent 
£tre formul^es g^om^triquement. Eu ^gard aux valeurs de J0 el 
ds dans (aS) et (28), il r^sulte de (82) 

( 33 ) (JS — 251 //,!/» 4- 3e? u, 4, 

et, par des transformations ull^rieures de cette expression, on de- 
montre les trois equations suivantes ( * ) : 

(34) 6 = -gS«i+i/,«^,.C. 

"6 
(36) e?i/,4=gSs, 



(35) S*«,«* = ^S§, 



lesquelles donnent lieu aux th^or^mes que voici : 

•Si u est une droite rencontrant les premieres polaires de x rela- 
tivement afet^en des couples de points harmoniques, la polaire 
lineaire de x relativement h f=o passe par le pole de u relati- 
vem,ent « S = o lorsque x et u sont reunis de situation, et inde- 
pendamment de cette circonstance si S est nuL 

La courbe du deuxieme ordre qui est liee a une ligne u par 
V equation S = o rfe la maniere connue est harmoniquement cir- 
conscrito h la polaire de u relativement h la cayleyenne lorsque u 
est une tangente de cette derniere courbe^ et il en est ainsi pour 
toute ligne u si S est nuL 

(*) Voir Clbbsch et Gorda!!, Math, Annalen, t. VI. 



La cajleyewie est aussi envdoppee pat' les lignes u dont la po- 
laire conii/ue relali^ement a G = o e£ /a poloconi^ue sont har- 
nioniquement inscriies et circonscrites, Lefait a lieu pour toute 
ligne u en cos iV es^ajiouissement de f, lA se trouve, d'apr^s la de- 
finition de G par (32), iine cerlaine reciprocitci enire les courbcs 
rS = o et 6 = 0. 

Si Ton reunit enfin les r^sultats donnas dans (33), (35) et (36), 
on obtient 

(37) <rs=-.|s&. 

Les formes ^ et ^forment done, relatis^ement au precede i^ un 
sjstemeferme de mdme quefetti. Nous verrons plus lard com- 
ment le syst^me xS + XG =: o est aussi oppos^ gdom^triquemenl 
au faisceau x^ + XA = o ; il compose pr^cis^ment I'ensemble des 
courbes de troisi^me classe qui ont les neuf droites harmoniques 
pour tangentes de rebroussement communes. 

Dans les formules relatives 4 dA, d8, dfi, ddC, d^, dS, d^, dT oous 
avons maintenant les mat^riaux ndcessaires pour T^tablissement de 
ces formes par rapport a la fonction compos^e xy-h XA. 

Nous pouvons ^crire la forme 0,x sans autre explication; on a 

^ ^1 ^x'e-4- 2xX6-4-x«oc. 

•Pour A,\, nous trouvons d'abord le d^veloppement 

(39) Aar-r AxM 3Aj>cn-f- 3A,xX«-h AiX», 

^galit^ ou, d'apr^s le th^or^me de Taylor, 

A,- [abi*.]^a^h^%^, Aj ^ (/ia9)*n^«^|3,. A, rzz ;«,37)««,,5,v,. 

Ghacune de ces formes derive de la pr^^dente par un procM^ de 
differentiation dans lequel les ai^h sont consid^r^s comroe ind<^ 
pendants des a,A>i, tandis que le proc^di d s'6tend toujours m^mc 
auxcoefHicienls dey*contenus dans les ctikh* Si done nous indiqaons 
par rindice ol ajout^ k la lettre d que le proc^de i doit s'^tendre 
uniquement aux coefficients de la forme primitive renferm^ dans 



les ocikkf nous avoos 

Or on a, d'apr^s I'^quation (a5), daikh=' - Sa/AA, d*ou aussi 

OaA| :=r — SAy 0,iAj=SA|9 

et nous pouvonSy en consequence, calculer les quantii^s A( au mo^en 
iles equations pr^c^dentes. II vient 

En substiuianl les valeurs trouv^s dans la formule relative a A,\ et 
ordonnant suivanty*et A, 11 vient (* ) 

(4l) A,x= fx' - ^x)« -^ '^A A H- ^^ xn H- TxA' -h ^ aA /. 

On voit imm^diatement que les considerations ^tablies pour les 
expressions A,* conservent leur valeur pour les coefBcients de tout 
developpement 

({»,x d^signant la forme fadjointe ay^tablie relativeEnentax,y'+ XA. 

^ regard des coefficients y,- existe constamment le sjsteme 
d'eif tuitions 

, <^ft= (« — 2)fj-+- -S.a^i, ^yj — (/I — 3)^4-4- -S.3y„ 



2 2 



(') Cette formule contient encore le th^orime de Hesse^ p. a3o. 
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En employant ces Equations au calcul des coefficients S/dans 
nous obtenons 

^ 3 2 

I s«x— (x»+ isxA« -+- |t),' j .s -4- ( 3xn — -sa») g. 

Les Equations A3 = o et Sj = o donnent respectivement la hes- 
sienne et la cayleyenne de A ^^ o; nous avons done, en vertu des 
expressions trouv(5es pour As etSs, les ih^or^mes suivants : 

Si S s'evanoiiit, la hessienne de A se confond avec A ; en d'autres 
termes, A-= o se compose de trois lignes droiteSy et la cajleyenne 
de A=:o se confond as^ec celle def= o ; elle se compose de trois 
points, comme nous Vas^ons deji troui^e ci-dessus [p. 292 elsuiv.). 

Si V invariant T s'evanouit, la hessienne de la hessienne se con- 
fond avec la courbe primitive f= Oj et la cayleyenne de la hes- 
sienne se confond avec G = o. 

Dans la formule relative k A,^, on remarque que les coeflicienU 
de y et A sont les d6riv6es partielles prises suivant x el X de la 
forme binaire biquadratique G(x, i) = G, qui a Texpression 

(44) G = X* — Sx«).* — |t/.a» — — S« A^ ( > ). 

^ ' 3 12 ^ 

II vient en effel 

(^^=.G, = x»-5x^««|v, 

(45) r^^ ^ ^ 

7 -^ = Gj=: xn— TxX« >S 

^ ok 2 12 

et A,x prend en consequence la forme simple 
(46) A.x = G,A — G,/. 



(') L'equlition G = o est done Tequatiou precedemment representee (p. a3i} par 
xL-JlKao. 
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Nous pouvons utiliser cette formule pour^lablirassezsimplement 
les formations Sux, T.x, .... II nous suflit d'etudier Tinfluence du 
proc^d^ i sur une forme f«x lorsque, au lieu de se rapporter au\ 
coefficients de^ et de A, il se rapporte k ceux de ^f-h XA et A,\. 
Ces derniersy d'apr^s (4^)> ^tant domii^s par 

on oblient de cette maniere la formation 

I = ^1 -T ^1 -7"' 

\ Ja 0/. 

Si done (f est une forme derivee defy la forme (^9>),x etablie 
pour la forme composee x^ + XA est egale au determinant fonc- 
tionnel de G et cj.x, dii^ise par 4* 

A Taide de ce ih^oreme nous tirerons de (46) S,x, en observant 

S . . . 
que 5A est ^gal a -f\ il vient ainsi 

Introduisons ici les secondes derivees de G, divis(^es par 12, c^est- 
a-dire les expressions 



12 (); 
I d*G S . T 



:48) < G|, = — -;-T. = - TT X> — - ).% 

^^ ' ' 12 axdA i o 

I J'G S . 2T . S 



t 



""" 12 d*A« G 3 12 



La formule relative a 3,x devient alors en premier lieu 



I Gi Gil A - Gii/ ' 
I G, G;.A G,,y I 



3*i 



TMU tt. — taunrtfti n. 



ou^ d'aprfes les propri^l^ cwmves des fonctions bomogtees, 

Crii'^ + G„>> GmA — Gt,/ 
Gil G|, X 1 

Gi, G„ A — / 



•S.i(«/-f.U)=6 



= 6 



Si done nous divisons par x.y-|- XA, S devient proportionnel a Ui 
forme hessienne H rfe la forme binaire biqiiadrcUique G : 



'HA - 



-6(G„G,.-GJ,)=-3Hc 



(49) 



= Sx*-t-4Txn-HS«»n» + |stiX» + (l*'^--^s'ji'. 



De la resulte ensuite, puisque JS = 41', 



(So) 



T. = i(c,^'-G.^) = -aT. 



Tg d<5signant )e covariant du sixj^me ordre de la forme biquadra- 
tique G(xy X). Nous avons d'ailleurs, a cause des relations 



5 = 1(^6, DC=:*ft--©, 
2 2 

les Equations 

(5i) 5.x=:Gi(:t5-f.>DC)^G,(xe-hK0), 

{5.0 






Nous pouvons ^crirela derniere Equation encore plus simplemenlcn 
observant que DC prend naissance lorsque Ton 6tablit la formationO 
a regard de la forme A, que par consequent X,5l est la forme 
mixte d^riv^e de A,x. Nous trouvons alors, en verlu de (46)» 

(55t«) DC.x=:^G;dC — ^G,G,i) -hGJe. 

Enfin il resulte de (43)> puisque r=: - Js, 



(53) 



I -G,r^x' hgSvVs f-?.x>^l. 



LES COOBBCS M TSCHSltaB OftDn 00 *S TBOUltME CLAStt. 3o3 

Nous interromprons ici ces recberclies alg^brlques pour consa- 
crer les r^ultais acquis k quelques applicalions . Nous serons 
d'ailleurs, surce terrain, forces pour ainsi dire d'introduire dans le 
cercle de nos considerations d'autres elements de la th^orie des 
formes ternaires cubiques, sans £tre pour cela complets ni m^me 
viser k retre(*). D^montrons sealemeni encore le ihtor^mc 
suivanly dont il sera fail usage incessamment : 

Lajbrme cubique adjointe M = {aauY est idcntiquement nuUe. 

En effety M se tire de A = a^ = [cdeYcxdx^xy en rcmpla^ant 
les X par les determinants formes des u et des a, d*ou 

M= [cdeY [cua] [dua] [eua], 

(>r on a, d'apr^s une identity connae, 

[cde] [cua] = [cue] [cda] — (cud) [cea), 

Substituant dans M, on obtienl 

M =: (cde) [dua] [eua] [[cue] [cda] — [cud] [cea]]^ 

ou, puisque les deux parties se transforment Tune dans Fautre par 
permutation de d el e et sont par consequent identiqaes, 

M =: 2 [cde] [cda] [du^] [cue] [eua]. 

Cette expression renfermele facteur S, car on y trouve le facteur 
symbolique [cde) {cda)f et les symboles e, a se presentent encore 
reunis dans un determinant. Mais, apres separation de S, le facleur 
restant de M ne doit plus renfermcr de symboles, mais seulement 
les quantitesu, et, comme avec ces dernieres on ne peut former de 
determinants non evanouissanls, il est neccssaircment nul. 

c. Q, F. D. 



(*) Pour plus de details, voir surtout Clebslb et Gordan, Ueber cubische ternarc 
Formen (Math, jinnalen, t. VI), ainsi quo I'crrata du Tunie VIII, et au surplus la (in 
de ce Chapitre. 
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y. — Continuation. — Application de la th^orie des tonnes. 

Les d^veloppements qui pr^c^dent nous donnent en substance 
le moyen d'etablir compl^tement les Equations dont depend le 
probl^me le plus important qui se rencontre dans les courbes du 
troisieme ordre : la determination des points d' inflexion. Nous 
ferons d'ailleurs , pour la circonstance , usage de quelques nou- 
velles formes surlesquelles nous reviendrons plus tard. Nous avons 
tir^ du groupement respectif des points d'inflexion diff^rentcs 
conclusions sur la nature de Tequation du neuvieme degr^ doot 
depend le probl^me ; or le groupement dont il s^agit reposait sur 
un theoreme fondamental , a savoir que trois points d'injlexion 
sont toujours en ligne droite. Nous commencerons par donner 
une demonstration alg^brique de celte proposition. - 

Si X eljy sont deux points d^inllexion, on a simultanemenl les 
Equations 

^ ^ |«i-o, «» = o. 

et nous avons k d^monlrer que, pour une valeur de X difierenle de 
ooudeoo , les Equations a*^iy= o, a'_^),^=o sont ^galement 
satisfaites k la fois. 

Or ces derni^res Equations , developpees et simplifiees a Taide 
de (i), donnent 

^i^x + X/7x«j = o, u^oty -h ).a;ca* = o, 
d^ou, par elimination de X, 

Mais cette Equation est en r^alite une consequence immediate 
des equations (i), car elle resulte du theoreme recemment demon- 
tre, d^apres lequel la forme [aauY est identiquement nullesiTon 
pose ii/ = {xjr)i. 

Nous oblenons d'abord Tidentite de Salmon 

et de Ik resulte ; k cause de (i), Tequation ( 2 ). La marche de cetle 
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demonstration permet encore de reconnaitre Texactitude.du th^o- 
r^me suivant : 

Deux courbes du troisieme ordre a* = o e^ a]^ = o out leurs 
neuf points d^ inflexion communs lorsque la forme adjointe si- 
muUanee [aauY est identiquement nulle. 

En eflety ii r^sulte d'aborddecette derni^re circonstance que deux 
quelconques des neuf points de rencontre sont en ligne droite 
avec un troisieme, que par consequent les neuf points sont grou- 
p^s comme les points d 'inflexion d'une courbe C3 , c'est-^-dire 
que par ces points passent quatre triangles; ils sont done, d'apr^s 
ce qui a ct^ dit plus haut, des points d'inflexion pour toutes les 
courbes auxquelles ils appartiennent. 

Du groupement des points d'inflexion nous avons conclu que 
dans le faisceau x/ + XA = o il existe quatre courbes se d^com- 
posant en des lignes droites, k savoir les quatre triangles inflexion- 
nels, et nous avons trouv^ les valeurs correspondantes du para- 
m^tre comme racines d'une Equation du quatri^me dcgr^ tir^e des 
Equations 

par elimination dey*et ^ (p- a3o). Par U nous arrivons k la forme 
G(x,X), qui a 6i^ d^finie par I'^quation (44) (p* 3oo). Done : 

L' equation du quatrieme degre G(x,i) = o determine les 
quatre triangles inflexionnels , cest'-a^dire les valeurs du pa-' 
rametre x, X pour les courbes ev^anouissantes du faisceau sjzy- 
gctique, Le produit des equations des quatre triangles est 
cojisequemment donne par 

(3) G(a,-/) = a*-SaV« + |ta/3-— sy*=o. 

£tudions maintenant avec plus d'attention la forme, sp^ciale- 
raent importante pour nous, 

G = x*— Sxn«-^|TxX'— — sn*. 

3 12 

Nous formerons d'abord ses deux invariants i^ ety^; (t. I, p. 084) ; 

Clebsch. — GiomStrU, II. 20 
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le premier est 

(4) ,„=:.(_±S'+3^S')=0. 

Le premier invariant de G est done identiquement nul. 

G^omelriqiiement nous pouvons, conform^menl a la significa- 
tion de G = o, concevoir )c,X comme dcs coordonn^es dans un 
faisceau de rayons dont le sommet est un point d^'nflexion de 
f=z o ; alors G = o est repr^senl^ par les quatre lignes inflexion- 
nelles qui partem du point d'inflexion choisi. L'equation (4)donne 
par suite ce theoreme : 

Les quatre lignes inflexionnelles qui passent par un point d* in- 
flexion sont cquianharmoniques les unes par rapport aux mitres 
(t. I, p. 297). 

En eflectuant ainsi nos constructions en un point d'inflexion, 
nous pouvons encore enoncer de la maniere suivante la significa- 
tion de r^quation 

A,x = Gi A — Gj/= G|x'-4- GjV 

pour x'/h-X'A= o: 

Les tangentes d' inflexion des trois courbes dont la hessienne 
est une courbe donnee du troisieme ordre y-ff-h V ^"=^0 Jornient 
la premiere polaire de la tan gent e d' inflexion de cette derniere 
relativement aux quatre lignes itiflexionnelles. 

Inversement, la tangente d'injlexion de la hessienne est don- 
nee par la polaire line aire de la tangente d' inflexion de In 
courbe primitive relativement aux quatre lignes inflexionnelles. 

Par 1^ sont specialement mises en relief, dans le faisceau consi- 
d^r^, les lignes dont les polaires relativement a G = o renferraenl 
un point double. Mais, puisque Tinvariant i^ s'^vanouit, ce sonl 
li^ (t. I, p. 287) les rayons de base de G, et la premiere polaire 
d'un tel rayon se compose du rayon lui-m6nic et de deux rayons 
confondus en un rayon de la forme hessienne de G. Tout triangle 
inflexionnel est done sa propre hessienne et celle d'une aulre 
courbe du troisieme ordre, et les tangentes d'indexion des courbes 
ainsi associ^cs aux quatre triangles forment, dans le faisceau 
consid^r^, la forme hessienne He de G(x,X). Mais les courbes 
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cJont la hessienne se r^duit k un triangle soot, comme nous savons, 
caract^ris^es par Tevanouissenient de S (p. 292), et de 1^ resulte 
que: 

L'inv^ariant S,\ de la forme composee ytf+lA Fie dijffere que 
par un facteur numerique de la forme hessienne de la forme hi- 
naire G (x, A), ce qui est confirme par V equation {49)de lapageio2. 

Dans le faisceau consid^re de tangentes d'inflexion, il exisle 
d'ailleurs six rayons T(; = o (t. I, p. 3o3) qui se divisent en trois 
couples tels que, dans chaque couple, la premiere polaire d^un 
rayon relativement a G= o renferme i'au Ire rayon (il en est dc 
meme a regard de Hg = o, ce dont nous ne nous occupons pas 
niaintenant). 

Un seniblable couple de rayons est done caracteris^, en vertu 
des constructions recemment donn^es , par la circonstance que 
parmi les courbes correspondantes du faisceau Tune est toujours 
la hessienne de Tautre. Comme ce fait est exprim^ par Tevanouis- 
sement de T«x (p. 3oo), il s*ensuit que : 

L'ini^ariant T^x ne dijffere que par un facteur numerique du 
CO variant du sixieme ordre Tg de la forme binaire G(x,X), ce 
qui est confirme par V equation (5o) de la page 3oa. 

Formons enfin le second invariant de G ; ce sera 



.5) 



JG = 6 



o 

S 



S 
^ -6 

T 
"* 3 

_ S» 
12 



s 

T 



=iff-) 



Si cet invariant lui-mdme s'dvanouit, T^quation G = o a, comme 
on sait, trois racines egales, c'est-^-dire que trois dcs quatre lignes 
qui passent par un point d'inflcxion se confondent. Or cela n'esl 
possible que si la courbey= o a un point double, car c'cst uni- 
quement par cette circonstance que le nombre des points d'in- 
flexion pent ^tre reduit, d'apres les formules de Pliicker. Si done 

nous d^signons par — ^ R Texpression qui figure dans le second 

mcmbre de (5), nous avons ce qui suit : 



3o8 
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Le discriminant de la courbe du troisieme ordre fz=i o, cest- 
h-^ire la fonction qui egalee h zero exprime la condition du 
point double, est donne par la formation ( * ) 



(6) 



o 



L'invariant R poss^de la propri^l6 sp^ciale de ne difierer de 
l^nvariant R^ .que par ud facleur ; c^est un combinant du sysl^me 
x^+XA (t. I, p. aSp et a8i), comme la forme T© d'une forme 
binaire G pour le syst^me xG -f-'^Hc- Entre les formes cities en 
dernier lieu existe en eflet la relation connue 

Tj = - i ^Hj - 1/6HgG» + iycG») , 

laquelle, dans notre cas, en vertu de (4) et (5) et des relations 
Tg = — V T.x , Hg = — 3 'S«'^ » ^^ transforme en 



(7) 



R«x = n-gS,\=(r-is*)G»=RG*(x,>) 



DonCf dans lejaisceau sjzjgetique x^ 4- ^ A = o nest comprise 
aucune courbe a point double R,x = o en dehors de celles qui se 
decomposent en trois droites [G(x,X) = o]. 

La resolution de I' equation G = o est tr^s simplifi^e par Teva- 
nouissement de son premier invariant, la m^thode d'Eulcrcon- 
duisant au but ('). 



(') Le calcul effectue par Aronhold donne 



R = 



'ill 



'SI I 



'3il 



'III 



a 
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«IU 


^\n 


*I3I 


«I13 


«lll 


«ni 


««j 


««M 


«»I3 


««1 


"itx 


«J»3 


«313 


«3I3 


*»ll 


«iaa 


*I33 


«I1J 


"ill 


*lll 


«M» 


«S33 


^iU 


*«* 


«lll 


«311 


*333 


*JM 


•313 


*3IS 



Cette forme de determinant de R s'obtient immidiatement, a un factenr mun^nqoe 
pr^s, en eliminant lea x entre les six Equations a^ ai so, p^. ec^ = 0, qui doiveot avoir 
lien si x est un point double de /*. 

(*) yoir une autre mdthode de traiter I'equation biqiiadratique, au cas de * e^t- 
nouissanty dans la Th^orie des formes bintures de Glebscb, p. 171. 



LIS COOBMS M TftOISlfaU OfeDU 00 Dl TMOISltlll CLA8SB. 309 

Nous posons r = x et nous avons ainsi I'^quation 

(8) a:*-.Sx»— |tx — — S*=0, 

Faisons pour x la substitution 



d'ou 



A* = ( ii' -h f * + fv* ) -4- a ( w -h «'tf -h w*'). 



Ces valeurs de x, x^^ x^ ^tant port^es dans F^quation (8), cette 
demi^re sera satisfaite si nous posons 

P**f' * + •v'tt' -h Il« »•* = S', tt* -h «^ + W* =: - S, IIPW = 77 T. 

12 2 6 

Mais alors u', i^^, fv^ sont les racines de T^quation cubique en z 

(9) .'-Is.« + ^s».-^r=o, 

ou, apr^s une transformation siraple, 

y 6/ ~36 6'""36 * 

Pour u^y v^, M'^ comme racines de cette Equation, nous avons 
par suite les valeurs 

t designant une racine cubique imaginaire de Tunit^. Les racines 
de I' equation G = o sont done donnees par 



= «=*y^^±y'i-f55^y/^ 



6R 



les signes devant 6tre choisis de telle maniere que le produit uyw 
des trois racines carrees soit egal ^/ 4- ^ T. 
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II n*y a ainsi de possibles que quatre combinaisons de signes 

. rdpondant aux quatre racines de G = o. Parmi les racines ii*, ^»^ 

iv^ de r^qualion cubique (9), les coeflicients dey^tant supposes 

r^elsy deux sont imaginaires conjugu^es; leur produit est done po- 

sitif, et, par suite, la troisi^me $era r^elle et positive , pour que 

Ton ait u^i'^w^ = qJ^T*^. La quantity 11 est done toujours r^elle, 

et 1/ et ^^ sont conjugu^s imaginaireraent. De la r6sulte que parmi 
les quatre raciiies de T^quation (8) deux sont toujours r^elles el 
deux imaginaires conjugu^es, et les combinaisons de signes 



donnent les deux valeurs reelles, les autres les deux valeurs ima- 
ginaires. Ou, en d'autres termes : Le produit des trois cdtes d'lut 
triangle injlexionnel est reel pour deux de ces triangles, imagi- 
naire pour les deux autres , comme nous I'avons d^ja trouvc par 
une autre voie. 

Pour la determination des points d'inflexion de^ = o, il serail 
encore n^cessaire dc r^soudrc deux des triangles inflexionncls en 
Icurs facteurs lineaires (*). Nous traiterons toutefois ce problemc 
par une autre mc^thode, en Ic rattachant a un autre probleme de 
transformation d6yk signals pstge 240 (^). 

Si un triangle inflexionnel est pris comme triangle dc coordon- 
nces, Tequation de la courbe du troisi^mc ordrc apparait, comme 
nous I'avons vu, sous la forme 

{ id) /kr. a {j\ -4- J'l -hyl ) -4- 6by,r^y^ = o. 

II s'agit d'abord pour nous de repr^senler les coefficients a, b 
(le la forme transform^e dans leur d^pendance des a/aa d^ '^ 
forme primitive sans effectuer n^anmoins le calcul direct des coef- 



(*) f'oir, sur cette solution directe du probleme, Gundelfinger, Math, AanaltH, 
t. IV, p. 567 et suW., ainsi que la section suivaote de ces Lemons. 

(') Voir, pour ce qui suit; Clebsch, Math, JnnaieHf t. II, p. 383. Le probleme a 
ete traite autrement encore par GuNDELnMCBR, i^id,, t. V, p. 44^* ^^'f" d'ailleurs 
rOuvrage de Clebsch sur la theorie des formes binaircs algdbriques, p. a34 ettuiv.. 
ainsi que la fin de ce Chapitre. 
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ficienls de transformation. A cause des quatrc triangles inflexion- 
nels de la question, nous trouverions quatre valeurs pour -• Mais 



a 



r^quation (lo) ne varie pas, sauf le facteur additionnel e ou e^, si 
nous ajoutons aux j'ly comme (acteurs, des racines cubiques de 
Tunit^, le changeraent ne portant en fait que sur la notation. 

Nous etablirons done, non pour -9 mais pour —9 une equation du 

quatrieme degr^ qui doit au fond ramener ^ G = o. Cela se realise 
par identification des deux valeurs de Tinvariant absolu ( * ) fornixes 
pour la forme generate et ensuite pour la forme canonique de y. 
Posons 

o 



^i-6 



O o ;, 



en sorte que X = ^ ^st une courbc du faisceau svzyg^lique 
(11) /=flX4-^A;=:.o, 

et ^'^ sa forme hessienne. Cette dernicre est dlstingu^c par un 
accent de la formation correspondante relative aux variables 
primitives x/, convention que nous observerons a Tegard de toutes 
les formations dans ie cas de la forme canonique. Comme i^'^ se 
decompose en trois facteurs lin^aires, X ^^ ^ ^^^ caract^ris^ par la 
circonstance que son invariant S.^ s'^vanouit. Nous pouvons 
d'ailleurs, a I'aide des formules (49) et (5o), p. 3oa, donn^es pour 
S,x et T,i, calculer poury les invariants S' et T', et aussi le deter- 
minant /'de la substitution, du moment que nous connaissons la 
forme G 6tablie pour ^ et qui sera designee par F. Mais on a^ 
d'apr^s r^quation (46)> ?• 3oo, 



(.:.) 



«ri hi ht 

A' = 6 br^ axt lfJr^ 
^fi ^fx «/8 

" 11 da^^ 4 db ^' 



= (fl»4-2i»»)A'j^ — 6rt^»X 



(■) yolr le precede correlatif pour les formes biquadratiqaes bioaires, t. I, p. 3o8. 
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d^oAy par idenlification des deux expressions, 

et par suite 

(i3) r=:a^-h6ab*f Ti, =«•, r„ = 2^«, r„ — 4^^. 

II r^sulte de la, d'apres (49) et (5o), r d^signant le determinant 
de la substitution, 

^'^^ I = 24 ir (&»-£!»). 

(i5) / 4 \ ^^ <^«y 



tf» 



Si Ton d^duit de 1^ {'invariant absolu, on obtient pour -jj Vequor 
tion du quatrieme degre 

ef Von trouve en mdme temps le determinant de la transforma- 
tion, « yj = a est connu, au moyen de I'equation 



^'■^^ ' "" T 4^(^»-«3) — '' 4(i-«) ' 

dans laquelle ^ peut ^tre pris arbitraireraent, ce qui concorde avec 
le fait que les coefficients de la substitution (et par consequent r 
lui-m^me) ne sont determines qu'4 un facteur de proportionnalil^ 
pris. 

Nous pouvons ais^ment ramener ^equation (16) i G = o. Si 
Ton pose en effet 

18 • a= — =1 S-r» 

elle se transforme en 



*^* g/-^*-.Sxn« — -Isn^y 
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et il sufBt d^extraire la racine dans les deux membres pour avoir 
de nouveau r^quation G(xy X) = o. 

Le calcul effectifdes expressions yi , ^29 J"* d foDCtion des coef- 
ficients dey* exige des considerations quelque peu prolixes. Par les 
formes ^ et A,^ nous sont donn^es deux fonctions sym^triques des 
grandeurs cherch^esj^i, j'2, j^j, car de (i i) et (12) r^sulte (puisque 



('9) 






En ajant encore la valeur de la troisi^me fonction sym^trique 
y\jl -+-J^Jj^J +7?J'2» ^ous pouvons etablir une Equation dont les 
racines nous donneront les valeurs de^J,^J,^J. Mais cette troi- 
si^me fonction est du sixi^me ordre, et exige cons^quemment 
Templol de covariants du sixi^me ordre qui ne se sont pas encore 
pr^sent^s k nous. Nous reviendrons incessamment sur ces derniers ; 
nous observerons seulement ici que Texpression demand^e se 

forme de si Ton remplace les u/ par les grandeurs A/ = -r -r— » 
c'est-a-dire que nous choisissons le covariant 

<p = eia3.'Sa«« ,3» = [aba) {abp) a^b^o,*^p% 

f\\ f\\ yis Aj 
/ii fit f\\ A, 



— 2 



yai fz\ J%% Aj 



En effet, nous trouvons pour la forme canonique 



(ao) 



?x = 





ji 


^XtXi 


— 


ft 


^XtXi 


^^ J. 


J, 


'^X\Xt 




^XO'% ^JTaJi 2jrirj 





8(ri 


\y\-^jr\y\-^x\x\)' 





L'^quation cubique mentionn^e, dont les racines sontj^^, j^, y 7)' 
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serai t done 



S 1 . ' ' 




Sa resolution est simpliiiee par la circonstance que nous pou- 
vons repr^senter le carr^ de son discriminant, c'est-^-dire le pro- 
duit de difli^rences 

[J \ J 1 / [J i J i) [>^ i Jin 

par un covariant du neuvi^me ordre de J] comme nous le men- 
trerons incessamment; on a done une racine carr^e de moins a 
extraire que dans une Equation cubique g^n^rale [*), 

Nous pouvons d^ailleurs trouver les expressions finales des 
quanlit^s j^^ sans resoudre directement T^quation (21), a la con- 
dition de calculer encore la fonction sym^trique j * +^'5 "^jl ^^ 
nioyen des covariants dey. La possibilite du fait r^sulle de la 
remarque que tout covariant de f, au cas de la forme canonique, 
est necessairenient une fonction entiere de y\,j\y j\j y^ J'^J^ ^' 
sjmetrique en j\, y\y y\. Un covariant ne pent, en effet, changer 
si Ton ajoute ^J\yj2yJ^ comme facteur la m^me racine cubique 
de Tunit^; car la formed n'en est point afTectee. Mais tous les 
covariants du sixi^me ordre pcuvent, comme on le d^montre aise- 
inent pour la forme canonique, s^exprimer ralionnellement en 
fonction de Tun d'entre eux et de y et A. Parmi eux on doil 
signaler en particulier la forme ^ d^finie par I'equation 



(>'•) 



•I - NvN'„NlN',», 



dans laquellc les symboles N, n se rapportent k la forme mixle, 
^galement nouvelle pour nous, 



• (23) 



N = - 
9 



df dA 



= f^a/i)a*a»=N*«i„. 



I 



(•) Voir les formules (16), t. I, p. 177. 
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Nous reconnaitrons dans ce covariant (p un combinaDt dii sys- 
t&me xy*+ A Ay c'esl-^-dire que nous d^montrerons I'^quation 

(24) ^xx^^G'^. 

D'ailleurs, entre les formes 9 et v{/ existe la relation , qui sera 
^tablie incessamment (p. 319), 

(»5) ^ = _|,_±T/.+ is./. 

de laquelle nous pouvons d^duire la forme canonique de f . Commc 
en efiet, d'apres ce qui precede, on a, pour la forme S = o, 
T = — 6(*),.r6qualion (a5) donne, en vertu de (20), 

pl de U nous tirons la forme i|* de^ a Taide de ( a4) J '' vient 

' r — Aix-»-ftA^ — * rz» 
d'ou finalement 

2 

Ce r^sullat, combing avec (19), nous donne les autres fonctions 
sym6triques 

( r\y\ +y\y\ + j?/} = -^ + 7^ (/r, - '^ a/.)% 

^''' ^- ^••i 5 

En outre de ces fonctions symetriques, nous pouvons encore 
exprimer rationnellement (sous Tadjonction de r) le produit des 
differences pr^cite, au moyen d'un covariant £2 d^fini (^ ^tant 



(') On tire cgtte Taleur de (i5} pour a =£ i, ^ =. o. 



3i6 

^gal ki^^), par 
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(28) 



n = -=r^ 






I 

54 



dxi 
da 



0^ 
dx^ 



= («a+)«x«i+i 






Ce coyariant Q, est lui-mdme un combinant, c'est-a-dire que 
Von a Q.x == G'£2 (p. 32 1), d'ou, pour la forme canonique, 



r^n =n' = r'a;^ = 6r 



y 

X 

J' 



X% Xi Xt 
X\ Xt x% 



r»ra r\ 



Le produit des differences des cubes y\,j\jj\y c'est-a-dire la 
racine carree du discriminant de I' equation (21), est done donne 
par 



{^9) 



r'ft 



[A-y\)[y\-x\)[y\-y\) = --^^- 



II est a remarquer Ici que le signe du second membre n^est pas 
d^termin^ parce que e'est r^ et non pas r qui a 6l^ trouve par 1'^- 
quatlon (17). L'expression (29) renferme done encore le facleur 
irrationnel 



'•=v/f 






et la valeur num^rique de Texpression placee sous le radical se 
compose d'une quantity compl^lement donate dependant unique- 

ment de -g et d'un facteur b^ k choisir arbitrairement, Icquel fac- 
leur, comme on le voit, sort de Tirrationalit^. 



(*) Le fait que le determinant se trantforme en ce produit dans le calcul se Terifie 
tris-simplement en observant qu'il s'annule lorsque deux des quantites^ deviennent 
egales I'ane k I'autre, et qu'il doit ^tre symetrique par rapport aux trois cubes. Pour 
la ddterminaUon du facteur numerique, il suffit de calculer un terme. 
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Araide des expressions trouv^es, on peutmaintenantrepr^senter 
les cubes et le produit des deux covariants irrationnels 

Si nous consid^rons dans le calcul de ces cubes les relation s 

1 -h J 4- J* == o, 

nous trouvons imm^diatement, en ayant ^gard k (19), (27) et (ap), 

(3i) [ 8r»(3iL»— .)!;,») = . {8(1— 2) /^n, 

Onvoit paries deux premieres Equations que les deux covariants 
suivants du neuvienie ordre sont des cubes parfaits : 

i6r'3lL»= ;/r, ^/^A/i)' -+- io(/r| — /^A^^)» 
^ ^^ * i6r»0i;,' =r;/r, + /^A^i)»-f-io(/r, — ^*a5)» 

x\u moyen des Equations (3o), combin^es avec T^quation 

nous pouvons cnfin calculerlin^aireraent les trois cubes j^J, j^J,j^J 
en STO, X et y^; y^ = o, /a = o, j^a = o ^tant les Equations des cdles 
d'un triangle inflexionnel. 

Si done nous extrayons la racine cubique des quantizes (32), 
I'unedes transformations cherchees pour la reduction h lajomie 
canonique sera donnee par les racines cuhiques des trois expres^ 
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sions suivantes : 

37j:.:=i(/r,-/^A^)+ aiL4-X, 
(33) ( Zy\^ -(/r, - /^AA)H-j*OTt-f-i dX., 

3.rJ ^ ^ (yri — /^AA)4- s OTL-Hs^X; 

j^ est actuellement une racine de T^quation biquadratlque(i6) ('); 

r est defini par (i3), r par (17), OIL et dX^ par (3a); la forme ^ 
dans OK/, S^ I'est par ( aa ) et ft par ( 28 ). 

Leprobleme des points d' inflexion est completement resolu par 
les equations (33). Nous avions a resoudre une Equation biqua- 
dratique et une Equation cubique, la premiere caracteris^e par Y&- 
vanouissement de rinvariant i, la derniere par la circoDStance que 
le produit des dilT^rences des racines etait connu. 

Nous avons encore a ajouler quelques remarques sur les nouvelles 
formations dont nous avons fait usage eten particulier k dcmontrer 
ridentite qui existe entre f et 4* ainsi que la propri^te conibinante 
des formes ^ et 0. Nous y rattacherons quelques observations sur 
le systcme de courbes de troisleme classe x.S -i- XS = o. 

Nous avons deduit le covariant ^ introduit par Brioschi de la 
forme mixle (a3) 

laquellc, egalce a zero, associe acbaque ligne u la courbe du qua- 
irieme ordre des points x dont les polaires lineaires relativcmenl 
a f=z o et A = o se coupcnt sur u. Pour exprimer d'abord '| par les 
symboles ^/, a de f\ Ay observons que 'j*, d'apres (aa), provienlde 

si Ton rcmplace j^ par Xy u par N et qu'on multiplie par N'. On a 



^') On tire directement ccs racines des 'racines t de Teqiiation (8)G = o, au 



moycn de la substitution (18). 
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done 

I 

Ici les deux termes se lirent encore de N^N^ii;, (i, |3 ^lant ecrits 
pour a, ot), le premier en remplagant upara,j^ par les determinants 
des a, a, le second en remplagant u par a^j par les determinants 
desa, a. On a par suite 

Le r^sultat de la multiplication donne quatre termes. Mais deux 
se transforment Tun dans I'autre par permutation de lettres ; il vient 
done 

(34) y = - 1(^+2,,'+/'), 

relation ou 

Nous alions actuellement montrer que 2^ pent se ramener a © de 
meme qu'a cj»"; on pourra done ensuite exprimer toutes les fonc- 
lions <f pSiT^. On a en effet (en permutant a et i) 

=:(abp)a^b^o:lp^[ P^{abu) - u^{abp)] 
= f — ^[abpYa^bj,Pj, 

d'apres Tequation (aa), (p. 290). 

Mais on a aussi (en permutant a avec |3 ) 



(*) Voir Tequalion ('|0 ), p. 099. 
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Si Ton porte ces expressions de f , f'^ dans la formule (34)y il vient 



36) 



? — 



\ ? =" 



?"= 






gSA/ 



^SA/. 



La premiere de ces trois equations est celle dont il a etefait 
precedemment usage. 

Pour d^montrer que les formes t{^ et 12 sont des combinants, il 
suflit de montrer qu'il en esb ainsi pour la forme mixte N dont 
toutes deux sont d^duites d'apr^s (as) et (^8). Que N et N,x ne 
difT^rent que d'un facteur, c^est ce qui s'apergoit d6jk par le fait 
que les polaires lin^aires de x relativement aux courbes 

X /"-h A A =: O 

forment unfaisceau de rayons dontle centre estdonn^ pr^cis^ment 
par N = o. Pour reconnaitre dans ce facteur une puissance de G, 
nous partirons de la forme 



(3?) 



H = «>^'.-.a»«i=/(a:)A(j') - A;x)/(j-1. 



que Ton peut po^'er comme base de toutes les formations combi- 
nantes, comme cela est possible k d^montrer ( ' ). Or on a 



[f{']^[y]-^{-')Af)U== 



x/(x)+U{j:) G,A(x)-G,/(x) I 

x/-(r) + >A(^) G,4(j)-G,/(r) i 



-G. 



5i 
G. 



fir) 



Mr) 



= G(x,X)[/(x)A(r)-4(x)/(j)]. 

Done la forme H est un combinant : H,x = GH. 



(*) Voir, pour plus de details sur les cnmbinants des formes cobiques temaire*, 
le Memoire de Clebscb et Gordan {Math, Jnnalen, t. VI), et la buitiime Section de 
ce Chapilra; sur les combinants en g^n^ral, 3iath, Annalen, t. V, p. 95. 
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Mais, d*apr6s (Sj), 
et Ton a identiquement (p. 3o4) . 
d'ou aussi Tegalit^ 

Mais on tire la m^me chose de N = [aau)a]^al. si Ton difF^ren- 
lie it^rativement N suivant les x, qu'on multiplie par les j', qu'on 
ajoute et qu'on remplace finalement les u par les determinants 
des X, J. H est done une forme provenant de N et en provenant 
par des operations lin6aires. Mais de meme aussi N prov^ient de 
H, car on pent poser pour N la valeur que prend I'expression (^ ) 

.if i ^'° ^'" ^ / ^'H ^\ 






lorsqu'on y fait lesj^ ^gaux aux x. La d^pendance de N et de H 
se trouve par la d^montr^e, et il s'ensuit que la forme N et con- 
sequemment aussi ^ et Q sont des combinants ; on a 

N,^ z=z GN, -^^x = G« ^, n,x = G» n. 

Nous avons ainsi demon tre tons les th^oremes dont nous avons 
fait usage pour I'etablissement des formules (33). 

On aurait pu ^galement rattacher Texamen du probl^me des 
points d'inflexion k I'^tude des formes adjointes 5 et S. Au lieu 
des points d'inflexion, il s'agit alors de trouver les neuf tangentes 
de rebroussement communes au systeme x8 -h XS=: o. On recon- 
nail immediatement sur la forme canonique que ces courbes ont 
toutes pour tangentes de rebroussement les droites harmoniques 



(•) Cette derniere, si Ton pose symboliquement H = A^jirj., peut s'ecrire d'une 
facoD plus concise sous la forme -{^hku)h%k^, 

Clebsch. — Geometric, II, . 21 
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de f=o et forment en consequence le sjsteme de courbes dc 
troisieme classe deja mentionne plus haut (p. 347 )• S et S ont ete 
en eflet d^Cnis par 

I V ^S ^ I V ^T 

on tire cons^quemment de (i4) et (i5) 

car on a 

dS' dS' dS' I as' 



dfljii a<222, a«33j 3 da 

II vient de m^me 

d'oii, en elTectuant les calculs, 

S' = 6(4^»-«»)*^ii',i',~6^^fl*(i^J-f-r'J-4-rJ), 

5' = ia&*(4^'-+-5a')f'iPjP, + a(io6»— «»)a«(t>J 4- t'J 4-pJ). 

La forme des Equations S = o, ^ = o est done, en fait, la m^ine 
que celle des iquationsy= o, A= o. Toutefois, pour ^tudier les 
formations invariantes du syst^rae xS + XG, on prend pour base 
deux autres formes 11 et $ de ce syst^me, formes caract^ris^es par 
la circonstance que la formation All — f9 est un combinant et 
qu'elies satisfont aux conditions 

Eiles sont d^finies par les Equations (^ ) 

n = S5 — TS, 



(') L'introduction do ces formations permet, par excmple, de representer d'une 
mani^re plus concise le6 expressions obtenues plus haut pour S,^^ et ^^x (P- ^^^ ^^ 
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Pour le systeme xll •+- X$il existe corr^lativement ^ la forme ^ 
line forme de sixi^me classe compos^e avec F, F^quation en coor- 



3o3); on trouve 

Foir, pour les details, le Hemoire cite de Clebsch et Gordan {dfath, Annalen, t. YI), 
Nous mentionnerons seulement ici quelques resultats, qui sent connexes a nos re- 
cherches precedentes sur le systdme tangentiel conjugu^ k un reseaa de coniqaes 
(p. 25o). Nous aTons alors ^tabli Tequation d'une courbe du troisidme ordre, dont 
la bessienne est dounee par i^ = o, la cayleyenne par u\ = o, et cela sous la forme 

pi = 'x{hh'x)U^iJj^.— (hh'h''){hh'x){^h'hrx){h''hx) = 0. 

Or le premier membre de cette equation ne peut differer que par un facteur de notro 
forme primitiTe/, si nous posons {voir la note de la page 387) 

Alors on obtient le premier tcrme de p% en ^tablissant la forme 6^ = {^^' ^T^^u^^ 
en rempla^nt les v par a et en multipliant par a^. Mais on a [voir ^uation (90), 
loc. cit,'\ 

et i1 vient consequemment, d'apr^s I'equation (4o), page agg, 

Le deuxi^me terme de p^. donne, egal6 k zero, la cayleyenne ^^'^ = de u^ = o. 
Mais on a [loc. cit,, Equation (gg)] 

8"" * "'* = I R' (G./- G, 4) = - 1 R' 4.,, 

et de la resulte, si Ton represente ^ s=.^u\ sous la forme xII + A^au moyen des 
equations (38), 

= - &{hh'h''){hh'x){hh''x){h'h''x) 
= |(is./+TA). 

Les equations (a), (3) nous donnent en fait, pour p^.^ la relation demandee 

Nous sTons d'ailleurs ^tabli Tequation de la courbe de troisiSme classe, dont les po- 
laires coniques sont barmoniquemeiit inscrites k celles de /i^ = o (p. a56}; cette 

21. 
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donn^es-lignes deJ'=Of 5 et 6 (*), et une forme de neuvi^me 
classe qui r^pond dualistiquement k la forme £i.Mais d^apr^s(29), 
dans la forme canonique, 12 est devenu le produil des difT^rences 
dej'Jjj^jjj J. De m^me la forme de neuvi^me classe ne diflere dn 
produil 

("?-"?) (-5- "I) ('1- -I) 

que par un facteur. Mais une Equation vl — i/J = o est T^qualion 
du produit des trois points d'inflexion places sur le cdt^j^3= o, 
car ceux-ci satisfont encore a la condition 

et r^quation du point de rencontre d'une ligne /i 4- 6*^2= o avec 
y^3 = o est pr^cis6ment 

I's — i'l'/r- o. 

La forme adjointe de neuvieme classe represente donCj egalee 
a zero, le produit des neuf points d inflexion ( ^ ) . 

Et dualistiquement : 

La forme de neuvieme ordre Q \jormule (28)] represente, 
egalee a zero, le produit des neuf droites harmoniques. 



equation est 

-8i/l=(iVtt/-/\/;«^-i-(i/'«'')(iVii)(i'i''«)(i''/«)=o. 

Mais, en vcrtu de (1), on trouve [loc, cif., equation (9a)], 

= isG_iT8. 
et ensuite (k cause de I'ezpression de §,^) 

6 a 

et nous obtenons ainsi 

Ueqttation 11 = O represente done la courbe de iroisikme clatse dont le reseau polaire 
tangentiel est conjugiie an reseau polaire de f=o (Aronhold, loc, cit.) 

(*) Comparez la representation de ^, loc. etc, $ 18. 

(') Sur la formation dn produit des equations des neuf tangeites d^ in flexion, 
i^oir Salmon, Lessons on higher Algebra, et Clebsch, Journal de Crelle, t. 58. 
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Nous avons vu (p. ^gS) que la courbe du troisi^me ordre ne 
peut avoir qu^un invariant absolu etn'a, par suite, que deux inva- 
riants. Nous nous proposons d^utiliser cette circonstance pour d^- 
montrer la proposition obtenue plus haut g^om^lriquement, qui 
consiste en ce que le rapport anharmonique dcs quatre tan," 
gentes menees d'un point de la courbe du troisieme ordre a cette 
dernier e est constant, et pour exprimer Tinvariant absolu en fonc- 
tion de ce rapport anharmonique de la courbe. 

Si Ton a a' = o, I'^quation du produit des quatre tangentes 
que Ton peut mener Aey ^ la courbe y^ ai = o est (p. 2a6) 

^fiy^J— 3 (D/)*= 4«i h^b^^ Zala^ K^y= « 

= Ai = Bi=Ci, 

courbe du quatriime ordre qui, d'apr^s sa nature speciale, est 
couple par toute ligne u en quatre points dont le rapport anhar- 
monique est le m^me. Done la courbe de quatri^me classe (t. I, 

p. 348) 

/=(ABtt)*=o, 

dont les tangentes rencontrent la courbe A^ en quatre points ^qui- 
anharmoniques, ou bien est touch^e par toutes les lignes u, ou 
bien repr^sente encore le pointy. La forme (ABa)* doit, en con- 
sequence, se decomposer en deux facteurs, dont Tun est ind^pen- 
dant des u, Tautre des A, B. Mais ce dernier ne peut dtre que 
u^ comme on Fapergoit de suite geometriquement. Or, comme 
(ABi/)* est une formation invariante, il ne reste plus pour le pre- 
mier qu'une expression invariante dependant uniquement des 
coeiBcients de la forme primitive f et du quatri^me degr^ par 
rapport k ces coefGcients, c'est-^-dire I'invariant S. On a donc(* ) 

(39) i= [ABuY—cSu^, 

et de mcme 

(40) j = {ABuY{ACuY[BCuY=c'Tu% 



(*) Les invariants et les covariants de la forme binaire donnec par les quatre 
tangentes issues de jr ont ete, dans ces derniers temps , compl^tement representes 
par Harnack au moyen des inTsriants fonctionnels de / {Math, Annalen, t. IX, 
p. 318). 
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Cf d d6signant des facteurs num^riques. Or le rapport anhanno- 
nique des quatre rayons A^= o depend, comme on salt, de l^in- 
variant absolu 

Jt — ^.'2 x^ '' 

il est done independant de j^ ce qu'il fallait d^montrer. Nous 
avons en particulier ce th^or^me : 

Le rapport aitharmonique d'une courbe du troisieme ordre est 
^quianharmonique en cos d' ev^anouissement de I' invariant S, har- 
monique en cos d' evanouissement de I'ins^ariant T. Une courbe 
equianharmonique est done caracterisee, d'apres ce qui precede, 
par le fait que sa hessienne se decompose en trois droites et 
qu aux points doubles de cette courbe les tangentes d' inflexion 
se coupent trois a trois, une courbe harmonique par la circon- 
stance que la hessienne de sa hessienne nest autre que la courbe 
primitii^e (p. 247 et 3oo). 

Nous avons pr^cedemment represent^ Finvariant absolu d'une 
forme binaire biquadratique comme fonction du rapport anhar- 
monique « ; nous avons trouvi (voir equation (28), 1. 1, p. 297) 



y* "'(H-a)»(2 — «J*(l — 2aj* 



Nous obtenons en particulier, pour a = i , la condition pour 
une racine double : i^ — 6p= o. Mais le premier membre de cette 
Equation doit, dans notre cas, se confondre avec le discriminant 
dey = a* , ^ un facteur pr6s, c'est-a-dire avec 

Nous avons done, en vertu de (89) et (4o), 

C i^ = c^ S' a*/ , Cy * = c'» T» u'/ , 

d'ou — == I . L'in^ariant absolu est lie avec le rapport anharmo^ 
nit/uc a de la courbe du troisieme ordre par V equation 



T» / ' (H-a)«(2 — «)•(! — aa)> 
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Naturellement , on a de m^me, pour une courbe du faisceau 
xf-hXA = o, 

S'l , (l— ««\-+- O'iA^' 



et, comme x, X entrent au douzi^me degr6 dans S' et T^, il s'ensuit 
qu'il existe toujours dans le faisceau syzygelique 3ty-|-XA = o 
douze courbes de mdme rapport anharmonique (toutefois il n'y 
en a que quatre ^quianharmoniques et six harmoniques). 

YI. — Gonrbes dn troisieme erdre k point double on k point 
de rebronssement. — Lenrs degenerations. 

Apr^s avoir expos6 dans ce qui pr^c^de les points les plus im- 
portants de la th^orie des courbes g^n^rales du troisieme ordre, 
il nous reste k rechercher les modifications que subissent les rela- 
tions etudi^es en cas de survenance de singularit^s, et sp^ciale- 
ment en cas de point double ou cuspidal et de decomposition de 
la courbe que Ton consid^re. Nous aurons, dans cette voie,i nous 
occuper de deux questions essentiellement distinctes : 

1° Quelles sont les relations n^cessaires et suflisantes entre les 
invariants fonctionnels de la forme cubique pour caract^riser 
chaque singularity ? 

a^ Comment peut-on, en supposant ces relations satisfaites, 
repr^senter les points ou tangentes singuli^res qui se rencontre- 
ront an moyen des invariants fonctionnels de la forme primitive ? 

Enfin on devrait en troisieme lieu rechercher quelles particula- 
rites offriraient les diverses courbes covariantes dans les cas sp6- 
ciaux consid^r^s. Toutefois, cette derni^re question nous condui- 
rait trop loin ; m^me pour la r^ponse aux deux premieres que nous 
avons pos^eSy les fragments de la theorie des formes cubiques ter- 
naires donnas plus hautne suflisent pas; nous aborderons d'ailleurs 
ces deux questions pour Stre complets, mais en nous r^fi^rant 
eventuellement k d'autres travaux( ^ ). Au surplus nous apprendrons 
a connaitre, dans la theorie des courbes a point double comme 



(') Et en particulier au Memoire plusieurs fois cite de Clebscu et Gobdam, Math, 
Annalcn, t. VI. 
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dans celle des courbes k point de rebroussement, de nouveaux 
moyens auxlliaires pour I'^tude de la G^om^trie sur une courbe, 
moyens dont I'extension conduira plus tard aux applications des 
fonctions elliptiques a la th^orie des courbes g^nerales du troisieme 
ordre. 

Nous commencerons par Fexamen des courbes qui ont un point 
double (< ). 

Ces courbes sont caracteris^es par r^vanouissement du discri- 
minant R, lequel est form6 avec les deux invariants 

S = [abc) [abd] [acd] [bed], 1:=[abc) [abd] [ace) (be/) [de/]* 

de la maniere suivante (p. 3o8) : 

R=T»-~S». 
o 

Done ici se pr^sente imm^diatement la question de la determi- 
nation du point double y dans Fhypothfese R = o. Nous devons 
chercher k d^couvrir une forme adjointe qui, ^gal^e a z6ro, repr^- 
sente ce point compt6 au moins trois fois, car il n'existe pas de 
forme adjointe de classe moins ^lev^e. Or, on a une forme de cettc 
nature dans la forme designee pr^c^demment (p. 822 ) par 11 et 
d^finie par I'^quation 

(i) nr=S6 — T5. 

Pour le prouver, nous d^montrerons d'abord la proposition 
auxiliaire suivante : 

Si les courbes d' un faisceau 

(2) Y,al^\0Ll=:O 

setouchent toutes en un point de base y^ il existe dans le faisceau 
une courbe qui a eny un point double; il existe en outre 

courbes ay ant des points doubles en d'autres points, cest-a-dire 



( * ) On trouvera des points nombreux de la theorie de ces courbes traites plus en 
detail dans TOuvrage de Salmon, ainsi que dans Wetb, Theorie der mehrdeutigtn 
geometrischen Elementarffebilde, Leipzig, 1869. 
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que, parmi les 3(n — i)^ courbes a point double figurant en 
general dans un reseau, deux se confondent avec celle qui aun 
point double cny ( * ) . 

Gomme les courbes (a) ont toutes la meme tangente enj^, on 
peut poser a"~* ai = pa"~* «/, p ^lant une constante. Pour X = — p, 
on obtient par suite une courbe qui a en j^ un point double , ainsi 
qu'il a 4il€ ^nonc6. Soient ensuite z et tdeux points quelconqucs; 
relions projectivemeni chacun des deux faisceaux 

au faisceau de polaires 

(3) ^OyOl'^ -f- \OLyOL%-^ = O. 

Les points d^intersection des polaires correspondantes en- 
gendrent respectivement les deux courbes 

ou, si Ton pose i//= (y^)i, ^i= {y^)n 

(4) (flaa)«r*«r*==o et (fl«f^) «r* «x"' =<>. 

Ces demi^res se coupent en4(^ — i)^ points; on s'assure facile- 
ment que 3(/i — i)^ de ces points de rencontre tombent aux points 
doubles du faisceau (a), tandis que les (/i — i)^ res tan ts sont iden- 
tiques aux points de base du faisceau (3). Actuellement, si une 
courbe (3) telle que «" = o a un point double enj^, on demontre 
ais^ment (au moyen de la m^thode employee k la page 98) que 
chacune des deux courbes (4) ^ ^galement eny un point double. 
Ces courbes se coupent done encore en 4('* — i)^ — 4 points 
simples; parmi eux(/i — i)^ — a tombent n^cessairement auxpoints 
de base simples du faisceau (3); il ne reste done plus que 

^[n - i)« - 4— [(„ - i)«— 2] = 3(/i — i)« - a 
points ou les courbes du faisceau peuvent avoir un point double. 

c. Q. F. D. 
(') Cremona, Einleitung indie Theorie der ehenen Curverif n" 88. 
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Consid^rons maintenant en particulier le faisceau ( * ) 
(5) xai + X«» = o, 

Ux = o ^tant une droite quelconque. Soil R,x le discriminant de 
la courbe (5 ) et soient S«\, T«\ ses deux invariants. On aura 



2 2.3 a. 3. 4 



S.X = x*s 4- xn (?s -+- - xn« ^'s -4- -Aj x>» ^»s h — ^^-^ 5i* <?*s, 



(6) . 

T«x = x«T-h x»>^4- - xn« (?«T-h . . . 4- >« ^T, 

2 

le symbole d'op^ration S ^tant d^fini par 

i, k, A 



UiUi^Uh. 



Or on trouve 

^^ = ^[(fl^c) [abu] [acu] (^c<i)] = o, 
^G = §[[ahd] [abu] [aeu] [bfu] [defy] 
= [abuY [efuY [aeu] [bfu] = F, 

Par consequent, il vient 



(7) 



( S.X=:x»(xS-h4>S), 

I T,x=:x*(**T-h6x>S+3/'F), 



f I 



(8) 



2x").*(i86*-h3TF — 4SS*) 
|x).'(276F-85»)4-9X*F»], 



Done, dans un faisceau de courbes du troisieme ordre oujigure 



(') Pour I A m^thode employee dans ce qui suit, voir HebbitBi Journal de CreiU, 
t. 84, p. 3oo, et LiNDEMAMif, ibid., p. 3o3. 
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une droite comptant trois Jois, il n'y a plus que quatre courbesh 
point double. 

La courbe a^= o peut avoir elle-meme un point double Qnj^ 
de sorle que R = o. Alors, dans R,x, tous les termes doivent ren- 
fermer le facteur Uy, car si li^est^gal ^z^ro, toutes les courbes du 
faisceau (5) ont ^yidemment en ^ un point double. Le second 
terme de K^\ est surtout important pour nous ; nous allons montrer 
qa*il est proportionnel k la troisi^me puissance de Uy. Consid^rons 
dans ce but, k la place du faisceau (5)^ le faisceau 

(9) xflj-i->Zf^r^«'^r=0. 

Designons par R^^ le discriminant d'une courbe de cefaisceau, en 
sorte que Ton ait 

en posant 

Rj = g > ^^— [U(Vjtw^ -h WiUj^Vh -^ ^U^'k^h 

Or on a, d'apr^s (8), 



ii vient, par suite. 



Ri = I2W;.<V"'r= 2 > -r — 



dui 



Vi^k. 



Actuellement, si Ton a R = o et m^- = o, toutes les courbes (9) se 
touchent en y^ et la courbe a' = o doit ^tre compile deux fois, 
d'apris un lemme pr6c6dent. Pour T^quation Rxv= o, la valeur 
^ = o sera done une racine double ; il suit de la que non-seule- 
ment $ = mJ|, mais aussi UrVrWr renferme le facteur Uyy ce qui 
n'est possible que si i/' est proportionnel k u^, Notre proposition 
est par \k d^montr^e. 

Au lieu de.la forme II on peut introduire la forme 9 d^finie par (i ), 
car on a, a cause de R = o, 

« = T6--gS*S 
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IVous avons done V equation ( * ) 

et les coordonnees du point double j" se determinent par la pro- 
portion continue 

jr\''jr\yi'y\x^'" " :jirir3== 'fill : ^111: ••- :^i«. 

ou Ton a, pour ^ = u^^ S = u^, 

Aprds que le point double a €t€ ainsi trouv^, on peut mellre 
r^quation de la courbe sous une forme canonique tr^s simple. 
Deux c6t^s du triangle de base qu^il convient d^introduire sont 
donnas par les deux tangentes du point double et se trouveront 
cons^quemment par decomposition de Texpression a^ a^ en ses 
deux facteurs lineaires (t. I, p. i3i); le troisi^me c6te est forme 
par Tunique ligne inflexionnelle. On n'a plus en effet que trois 
points d'inflexion ; les six autres sont rassembl^s au point double 
(p. ny et 71 )y puisque la hessienne A =r oy a elle-m^me un point 
double et que ses deux branches y touchent celles de la courbe 
primitive. Les trois points d'inflexion sont naturellement encore 
sur une droite, et c'est cette derni^re qui doit former le Iroisi^me 
cdt^ de notre triangle de coordonnees. Pour la trouver,il nous faul 
chercher les courbes ^vanouissantes du faisceau 

(10) x/-H>Ar=0, 

lesquelles sont en general donn^es par T^quation du quatriime 
degre G()c, X) = o. Or cette derni^re, par suite de ce qu'en vertu 
de R = o ses deux invai*iants sMvanouissent (p. 807, et 1. 1, p. 299 
et suiv.); a trois racines ^galcs. 

// existe done dans le faisceau [10) deux courbes quise decom- 



(*) On peut appliquer Ja m6me m^thode pour demontrer que 



2 






fti R = o, R designant le discriminant d'une courbe du /i " ordre et jr son point 
doable. Foir aussi Stlvestbr, Philosophic€d Magazine, 4* serie, t. Ill, i852. 
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posent en trois droites, la premiere comptant trois fois et la 
seconde une fois seulemenl. 

La premiere ne donne pas d'ailleurs de triangle proprement dit, 
car, ainsi qu'on peul le d^montrer en efiectuant par des conside- 
rations de limites le passage de la courbe g^n^rale k la courbe 
speciale et en ayant ^gard k ce que six. points d^inflexion sont 
reunis au point double, elle se compose des lignes qui joignent le 
point double aux trois points d'inflexion.La derni^re, au contraire, 
se compose de la ligne inflexionnelle et des deux tangentes au 
point double ; deux c6lis nous sont done d^j^ connus par decom- 
position de I'expression a^- a^ en facteurs lineaires, et il est ainsi 
facile de trouver les coordonn^es du troisieme c6te. Soil X3 = o 
Tequation de ce dernier, et soient xi = o, 3:2 = o les Equations des 
tangentes au point double. L'^quation de la courbe pent toujours 
etre mise sous la forme 

carcette courbe a en Xj =0, x^ = oun point double e Ices cdt^seux- 
memes du triangle pour tangentes ; ensuite ^3=^0 coupe la courbe 
aux points d'inflexion, puisque liquation de la hessienne dcvient 



6^=^ 



OLJCi yjT, 7^, 
yxj px, y.vi 
V^j '/.r, o 



7*(a7.r,j:,j:3 — axj— pxj); 



la hessienne ne rencontre done la courbey = o en dehors du point 
double qu'aux points ou celle-ci est rencontr^e par x^ = o. Mais 
nous pouvons encore, en modifiant la definition des coordonn^es x, 
faire disparaitre dansy les cons tan tes a, j3, y au moyen de la mul- 
tiplication par des facteurs convenables, ce qui correspond ^ la 
ciixonstance que la courbe du troisieme ordre k point double n'a 
plus d'invariant absolu (c'est-i-dire plus de constante qui la carac- 
terise absolument). II r^sulte aussi de ce dernier fait que toute 
courbe C3 a point double est representable sous la forme pr^c^- 
dente, car une telle courbe pent ^tre transform^e en une quelconque 
de m^me nature. Nous avons par consequent ce theoreme : 

L' equation d'une courbe du troisieme ordre a point double 
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pent toujours ^treamenee d'uneseule manierea la forme 

(11) /^.rJ-H j?'-f- 6xiX,X3=:0, 

et V equation de la hessienne est alors 

^ A ^ aOTi JTj JFj X* — jrj = O. 

Le faisceau x,J-h XA =. o ou 

(12) ('^i"*" ^\) (Jt — 6^)4-6x1 j-,j;3(x 4- 2>) =0 

ne renferme maintenant en fait que deux courbes ^vanouissantes, 
r^pondant aux valeurs x = 6X et x = — 2 X. On reconnait d'ailleurs 
qu*en ce qui concerne la situation des sommets du triangle de base 
sur la ligne inflexionnelle, a lieu le m^me th^or^me que pour 
une courbe g^n^rale (p. 234); ceux-ci, en effet, sont determines 
par les lignes X| = 0^X2= o, tandis que les points d'inflexion le 
sont par x^ -h xj = o. En consequence : 

Les tangentes au point double coupent la ligne inflexionnelle 
en deux points qui representent la forme hessienne relatii>e a la 
forme cubique binaire donnee par les trois points d' inflexion, Le 
covariant Q de cette derniere est determine par les trois droites 
harmoniques des trois points d' inflexion ( * ). 

Ces trois lignes passent par le point double comme la polaire 
d'un point quelconque; le tbeor^me que nous venons d'enoncer a 
done lieu aussi bien pour les rayons du faisceau determine par 
le point double que pour les points de la ligne inQexionnelle 
Xs = o. Au surplus, pour ce qui concerne la reality des points 
d'inflexion, il en est de m^oie que pour ce qui concerne les poiuls 
de base d'une forme cubique consider(§e relativcment k la forme 
hessienne. Done, parmi les trois points d' inflexion, deux sont 
imaginaires conjugues et un reel si les tangentes du point double 



(*) On peut, en general {ifoir la suite du texte), relicr la geometriesar la courbe 
k la theorie des formes cubiques binaires, en prcnant k cet eflet les rayons allaot du 
point double aux trois points d'inflcxion comme rayons de base,ainsi que Tout fait Icci 
( Math, jinnalen, X. VI, p. 633), et Rosknow ( Ueber Curven dritter Ordnung mit Dop- 
pelpunkt^BreB\a\jf 1873), sans employer la forme canonique. Nous reWendrons plus tard 
sur ce sujct en traitant des courbes de genre zero. 
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sont reelles^ au contraire, tous sont reels si les tangentes du point 
double sont imaginaires, cest-h-dire si ce dernier est un point 
isole (*). 

Nous pouvons d^ailleurs ^tablir une liaison entre la g^om^trie 
sar la courbe et la g^om^trie dans le faisceau de rayons d^ termini 
par le point double, car tout rayon de ce dernier ne rencontre 
plus la courbe qu'en un seal point. La courbe est done representee 
sans ambiguite sur le faisceau de rayons et par suite aussi sur une 
droite quelconque. Pour donner k cette relation une expression 
algdbrique, pour exprimer les coordonn^es d'un point de la courbe 
parcelles du rayon correspondant dans le faisceau , nous recourrons 
au mode de trac6 des courbesdutroisieme ordre indiqu^ par Chasles 
et DU Ton emploie un faisceau de rayons et un faisceau de coniques 
projectif relativement au premier (p. 268). Une courbe a point 
double prend en effet naissance lorsque I' on place le sommet du 
faisceau de rayons en I'un des points de base du faisceau de co~ 
niques, car, le faisceau de rayons <^tant donn^ par X| -t- Xxj =• o, 
r^quation d'un faisceau de coniques projectif de Tesp^ce annonc^e 
sera de la forme 

A oTi 4- B.r, -f- > ( Cxj 4- D j:, ) =1 o, 

A, B, G, D ^tant lin^aires par rapport aux quantit^s Xj et Ton ob- 
tient par elimination de X 

(A^i -h Bxj] JT} — (Cx| -+- Dxjjxi = o, 

Equation dans laquelle chaque terme est au moins du second ordre 
en X|, Xo- c. Q. F, D. 

En se fondant sur ce mode de description, on peut aussi ejffectuer 

la construction de la courbe si le point double o et six autres 

points 

1, :i, 3, 4» 5, 6 



(') Comment la premi^je de ces courbes derive de la courbe generate C,, c'est ce 
qui a m montre p. ai3; quant k la courbe h point isole, on peut imaginer qu'elle 
proTient de la courbe 3 de ^^fig' 34, Torale se rdtrecissant de plus en plus de fa^on 
k se reduire a un point. 
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5071^ donnes. Nous emploierons par exemple les points o, i » 2I} 3 
comme points de base d'un faisceau deconiques; nous rapporterons 

k la conique qui passe par 4 1^ rayon o4y ^ celle qui passe par 5 le 

rayon o5, a celle qui passe par 6 le rayon 06; la relation projective 
entre le faisceau de rayons et le faisceau de coniques est alors fixee. 
Si Ton imagine encore que cette relation soit ^tablie de m£me par 
le faisceau de tangentes des coniques en Tun des points i, 2, 3 
(p. 95), la construction du point d^ntersection d'un rayon quel- 
conque passant par o avec la courbe n'ofTre plus d^sormais de 
difficult^. 

Pour obtenir imm^diatement T^quation de Ja courbe sous la 
forme ( 1 1), il suffit de prendre Ic faisceau de coniques sous la forme 

(l3) >a:J — arj-h 6.r,j?3 = o, 

Xi'^y<X2=^o ^tant encore le faisceau de rayons. Mais de (i3) 
r^sulte, pour Xi = — 1x29 

(i4) Xj -f- ^'xt — 6^^:3=0. 

Nous trouverons done, en dcrivant - au lieu de X, 

u} 4- ).» 

ou, en multipliant par SX/x, 

Les coordonnees des points de la courbe se representent done 

comme desfonctions du troisieme degre d' un parametre -> X, |* 

etant les coordonnees des rayons du faisceau determine par le 
point double^ rapportes aux tangentes du point double comme 
rayons de base; alors a chaque point de la courbe coiTespond un 
rayon du faisceau, et reciproquement, 

Cette repr(§sentation au moyen d'un parametre est surtout utile 
gourT^tudede laG^onl^trie sur la courbe. Nousallons, enenfaisant 
usage, traiter quelques probl^mes que plus ttird nous traiterons 
d'une mani^re semblable k I'^gard des courbes du genre z^ro. 
Coupons la courbe par une droite quelconque u ; les valeurs du 
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parametre qui correspondent aux points d^intersection se deter- 
minent au moyen de Tequation du troisi^me degr^ 

6)L*fii/i — 6X/**aj -h [y? -4- it}]u^=zo, 

Divisant cetle derni^re par 1/3 fx^, nous avons relativement a- 

une Equation dont le terme constant est toujours egal k Funit^, 
de quelque mani^re que la droite ait ^t^ choisie. Si done on d6signe 
par I'addition d^ndices les racines de T^quation, on a toujours 

;i6) hh.h = ^^^ 

/*i i^t f*j 

et Von peut par cette relation determiner le troisieme point 
d' intersection de toute droite si les deux autres sont connus. 

Si en particulier la courbe est touch^e par la droite u, deux des 
racines sont ^gales entre elles, et nous avons 

^3 Pi 

I I 'T — = — -r-7 • 

Cette equation determine les deux points de contact 



(.8) h^^^J^p., h^^J^^^ 

' ^ f*l V ''8 f*l V >3 

(les tangentes menees d'un point {^bj (i^) de la courbe a cette der- 
nierCj ou inversement le point tangentiel {\zi ^b) du point (^o /^O* 

Si enfin la ligne u est une tangente d^inflexion, il vient 

-- = — I ou >' -h a' :=r O, 

c est-a-dire 0:3=0 comrae cela doit 6tre. Les equations ( 1 8 ) donnent 
immediatement, en vertu de ce fait que les deux valeurs de T^iifJ^t 
ne different que par le signe, le lhcor(!;iTie suivant : 

Si Von joint au point double les points de contact des deux 
tangentes que Von peut mener a la courbe par un point de cette 
derniere, les lignes de jonction sont situees harmoniquement par 
rapport aux tangentes du point double. Tous ces couples de rayons 
forment par suite I'in^olution quadratique des premieres polaires 

Clehscb. — Geomdtrie, II. 22 
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de la forme binaire cubique representee par les lignes dirigees 
vers les points d' inflexion ( * ). 

Par \hiy a tout point de la courbe correspond un second point, el 
deux points correspondants ont le m^me point tangentiel et fer- 
ment consequemment un couple de pdles, en employant ce mol 
comme lorsqu'il s'est agi des courbes g^n^rales du troisi^me ordrc 
(p. 258). Mais en cas de point double il n'existe sur la courbe 
qu'un seul syst^me de ces couples, et, en effet, une courbe du iroi- 
si^me ordre du falsceau (12) ne pent Atre consid^r^e comme hes- 
sienne qu'a T^gard d'une courbe unique du meme faisceau, car 
les coefficients deviennent, par Tisolement d'un facteur quadi*a- 
tique commun, lin^aires en x, X. La ligne qui joint les points d\in 
couple de cette nature enveloppe la cayleyenne (p. 224) » ^t ^^ 
consequence nous pouvons ais^ment ^tablir T^quation de cctte 
dernierc. L'equation d'une ligne de jonction telle que celle donl 
nous parlons est en effet, d'apr^s (18), 



Xj 


^j 


•^8 




6XV 


-6Xf*' 


X'4-pt' 


0, 


6>\a 


6Xa« 


pt» — ).» 





ou, en effectuant le calcul, 

La cajleyenne se decompose done et comprend : i^ le point 
double; 2** une conique dont lestangentes sont donnees par 

et dont V equation est par suite 

6uiU^ -+- ul=^ o. 

Cette courbe louche done les tangentes du point double en lours 
points de rencontre avec la ligne inflexionnelle. 



(*) F'oir t. I, p. 3J9. Le fait que les polaires quadratiqucs d'une forme binaire cu- 
bique forment en reality une involution dont les elements doubles sont donnes par 
la forme hcssienne s'aper^oit immedifttement. 
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Nous allons encore utiiiscr la relation (17) pour T^tude de cer- 
tains polygones inscrits a la courbe. Nous partons d'un point quel- 

conque^Q de la courbe (Xq est mis pour — j et nous menons de ce 

point une tangente a la courbe, tangente dont le point de contact 
seraX,, puis de ce dernier nous m^nerons une tangente dont le 
point de contact sera en X2, et ainsi de suite. On se demande com- 
ment doit ^ire situ^ le point X^ pour que le polygone soit ferm^, 
c*esl-a-dire pour que le «'*"*• c6t^ du polygone ainsi construit passe 
par le point de depart (*). Or on a, d'apr^s (17), 

^i — 2, i« — — i- , >* — — — * ^' — ?— , 

A, » Aj J Aj J ..., A,, } 

Aq Aj Aj ^n—l 

el, par consequent, les param^tres de ces points sont. en suivant 
Tordre inverse, 

) 1 \-i \ — \^ \ — \'-«)'" \ — 1t-»>" 

Done, pour la determination des points qui peui^eni servir de 
points de depart pour la construction d'un polygone ferme 
}.o = X;2) on a V equation 

Mais on n'obtient en r^alite un vrai polygone a n sommets pour 
iouXe solution de cette Equation que si n est un nombre premier. 
Si, au contraire, on a par exemple n = mp, p 6tant un nombre 
premier, ( — 2)" — i est divisible par ( — i)p — i, et Tequation (20) 



(' ) Cespolygonesont^te indiqiies par Clebsch relativement k une courbe de troisidme 
elasse a laDgente double. Voir sa Note sur le Memoire de Cremona, Sur Vhjrpocxclotde 
a trots rebroussements {Journal de Crelle, t. 64), et, pour plus de details (surtout en 
ce qui concerne la distinction du reel et de Tiniaginaire), Ddr£ge, Math, uinnalen, 1. 1, 
p. 509, et KosENOw, loc. cit, V hypoeyclotde s'obtient au moyen d'une courbe generate 
de troisidmc classo et de quatrieme ordre, en choisissant pour tangente double la 
droite de I'infini et pour les points dc contact de cette dernidre les points circulaircs 
imaginaircs. Des propositions precedentes du texte il resulte alors que deux tangentes 
a rhypocycloide, telles que leurs points de contact soient sltues sur une troisi^me 
tangente, sont toujours perpendiculaires entre elies, et que leurs points de rencontre 
decrirent un ccrcle qui, joint a la droite dc I'infini, forme la cayleyenne de rhypo- 
cycloide. 

22. 
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se forme de Tequation 

en 61evant les deux membres de cette dcrniSre a la puissance a, 

( 2)"— I 

a ^tant ^eal k , Nous obtenons done seulement un polv- 

^ ( — 1]^ — I '^ - 

gone k p sommets qui sera parcouru a fois pour fournir un poly- 
gone k n sommels. On reconnait qu'une etude plus attentive de ce 
probl^me exige des d^veloppements qui appartiennent a la iheorie 
des nombres, et a Taide desquels on arrive du reste facilement a le 
r^soudre (*). 

Nous traiterons encore un probleme analogue, dont (pour les 
courbes sans point double) Steiner a donn6 le premier la solution. 
Soient sur la courbe deux points fixes ayant pour param^tres 

- =p, - z=z q, Menons par p une droite quelconque qui rencon- 

trera la courbe aux points X,, Xj par exemple. Joignant X2 a y, 
nous obtiendrons, comme troisieme point d'intersection de celle 
ligne, X3, et soit X4 le troisieme point d'interscction de la ligne 
qui joint X3 k p, et ainsi de suite. Nous construisons ainsi un poly- 
gone dont les cotes impairs passent tous par p, les cotes pairs 
tons par q^ et dans lequel deux sommets cons^cutifs sont en ligne 
droite avec p ou q. Nous nous demandons les conditions de la pos- 
sibility de la fermeture d'un tel poly gone, c'est-^-dire la condi- 
tion pour qu'une droite qui en fait partie rcpasse par Xi . Or I'^qua- 
tion (16) nous donne les conditions 

p\\^^=. — I, pW^zi — 1, ..., p\n-\''tn-^^ — '» 
qWz=: — I, qW^z — I, ..., <7).irt*Ai :zi: — I. 

Si nous multiplions toutes les Equations dans lesqucUes entrey? 
les unes par les autres et de m6me toutes celles dans lesquelles 
entre y, il en r^sulte 

n r- 



(*) On traite aiissi d'une manicrc scmblablc la question des polygoues inscriu a 
la courbe dn troisieme ordre consideree comme hessienne d'une autre courbe, etcir- 
conscrits a la cayleyennc corrcspondante. Voir Rosenow, loc, cic. 
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Si done p est donn^, q n'est plus arbitraire; au contraire le 
point l^ pent encore ^ire choisi d'une mani^re quelconque. Le poly- 
gone seferme toujours, car on pent, au moyen des Equations 6ta- 
blies, calculer directement et successivement les param^tres de 
ses sommets. Par consequent : 

// exists un nombre injiniment grand de poljgones a 2n cotes 
et 271 sommets dont les sommets sont situes sur iine courbe donnee 
du troisieme ordre h point double, dont les cotes impairs se ren- 
contrent en un point p de la courbe et dont les cotes pairs passent 
par un second point q de celle-ci. Si p est donne, il y aura mul- 
tiplicite de determination pour q , et pour deux points correlatifs p 
et q il existe une injinite de poljgones, puisque le premier cote 
peut etre choisi tout a fait arbitrairement. 

On doit d'ailleurs observer encore ici que la nature du nombre n 
pr^sente de Timportance pour la supputation des solutions propre- 
meat dites du probleme. Nous n'insisterons pas pour le moment 
sur ces questions, parcc que plus tard nous trailerons le m^me 
probleme relativement aux courbes g^n^rales du troisieme ordre k 
I'aide des fonctions elliptiques. D'une mani^re g^n^rale, les consi- 
derations pr^sent^es ici sont destinees k servir d'exemples pour 
une m^thode d'^tude de la Geometric sur une courbe, m^thode 
que nous developperons plus tard k regard des courbes quelconques 
Ae genre z^ro, avec extension aux courbes de genre quelconque par 
le moyen des int^grales ab^liennes. 

Nous abordons Texamen des courbes i point de rebroussement, 
A leur ^gard, suivant ce qui a ^te etabli par Salmon, ont lieu 
simultan^ment les conditions 

(21) S=:o, T = o. 

En effet, S et T sont les deux invariants de la forme biquadratique 
representee par les quatre tangentes que Ton peut mener d'un 
point d'une courbe g^n^rale du troisieme ordre k cette derniere 
(p. 320), et leur evanouissement exprime, par suite, que parmi les 
quatre tangentes trois se confondent, ce qui n'est possible que dans 
lecas de survenance d'un point de rebroussement. II s'agit d*abord 
de calculer les coordonnees^i du point de rebroussement au moyen 
des coefficients dey. Nous partirons du faisceau (5), et nous for- 
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merons pour ce faisceau les formes S,x, T,\, R,^; en vertu de (21), 
il r6sulte de (7) et (8) 

R.^=: x«).« r36x*6*4- I x>(-27GF — 8§» -h 9>'F«)1. 

Dans un faisceau de^courbes du troisieine ordre oil se trouvem 
une courbe h rehroussement et una droite triple, il existe done 
deux courbes h point double, puis une courbe harmonique, mais 
pas de courbe equianharmonique. 

Si Ton a Mj = o, toutes les courbes du faisceau (5) onl eny un 
point de rehroussement; done les formes S, G, F renfermeront 
individuellement le facteur Uy. Si Ton a inversement 6 =: o, les 

equations -^ = o et -^ = o admettent la racine X = o , cVst- 

a-dire qu'une courbe du faisceau voisine dej'= o a ^galement un 
point de rebroussement; par consequent, S,x doit aussi s'annuler 
pour cette courbe voisine, ce qui ne se pr^sente que pour S = o. 
Si done G est nul , on a aussi S = o , et il vient S.x = o pour 
toutes les courbes du faisceau. Mais on a alors 

R.x=9xn«.X*FS T.^z=3xU.XF. 
L'^quation -^ = o admet par suite la racine double X = o, el, 

T 

puisque S.x est aussi egal a z^ro, -~ deviendra un infinimcnt petit 

X A ^ 

du second ordre pour X = o, c'est-a-dire que Ton aura aussi 
F = o. Or on a, d'apr^s les formules de Pliicker, F = mJ«' si u' = 
d^signe F^quation de f= o en coordonn^es-lignes ; G admet le fac- 
teur Uyf et Ton a F = o lorsque G = o; on pent done poser 

On obtient ainsi ce th^oreme : 

Lfes conditions necessaires et suffisantes pour que la courbe f =^ 
possede un point de rebroussement sont S = o ef T = o. Xe^ 



(*) On obtiendrait le m&me resultat en faisant usage, h pen prds comme ci>de&sus, 
des courbes (4) et du faisceau (9). Les courbes (4) ont dans le cas actuel chacuoe un 
point double en jr et la tangente dc rebroussement comme tangente commune en c« 
point. (Cremona, loc, cie.) 
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coordonnees du point de rebroussement se determinent par la 
proportion continue (6 = uf ) 

Xx • y'\.yt '^1 j^'a • • • • • xix^Xz^^ 'ill • 'iij • '113' • • • * 'i23- 

La hessienne, d^apr^s nos explications pr^c^dentes (p. 29), a 
necessairement au point de rebroussement un point triple, et cc 
point est tel que deux de ses tangentes 'coincident avec la tan- 
gente de rebroussement. EUe se compose done, dans notre cas, de 
la tangente de rebroussement et de la ligne qui joint le point de 
rebroussement au seal point d'inflexion qui reste encore. On pent 
aisementy d'apr^s cela, determiner ce dernier point alg^briquement 
lorsque les coordonnees du point de rebroussement sont connues, 
car on pent isoler de A le facteur a^a^] Tautre facteur lin^aire 
donne alors imm^diatement I'^quation de la ligne de jonction pr^- 
cilee. II n'existe pas alors de triangle inflexionnel proprement dit 
dans le faisceau xy-f-XA = o. En effet, dans le premier membre 
de Tequation G(xy X) = o, il ne reste plus, si S = o et T = o, que 
le terme 3c* ; cetle Equation a done quatre racines ^gales x = o ; le 
seal triangle ainsi determine est cons^quemment la courbe A 
elle-raAme. Un syst^me de coordonnees conforme k la nature du 
sujet et propre a Tetablissement d'une forme canonique nous est 
d'ailleurs donne par les lignes suivantes ( voir ci-apr^s^g^. 3o) : 

la ligne joignant le point de rebroussement et le point d'inflexion. . j:, = o 

la tangente de rebroussement x, = o 

la tangente d'inflexion. ;r3= o 

Sous le benefice de cette fixation, Tequation de la courbe prend 
la forme ( voir p. 3o) 

122) x\ — 3.rJ.r3z= o, 

et requation de la hessienne devient, comme cela devait etre, 

» .- ^ - 



.^3 O JC^ 

I 

^ A ^= O .r, O 

O 1 



■IT. •* a . -- 0» 



[ .T^ O O 

La cayleyenne est enveloppee par les premieres polaires des 
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points de la hessienne. Or la polaire d'un point z plac^ sur X| = o 



est 



X ^ Z^ — •2^1 Z3 — O, 



c'est-&-dire un couple de Hgnes dont le sommet est situ^ au point 
de rebroussement, et la polaire d'un point z de X2= o est 

•2^1(2x321— .rj 23) = o, 

c'esl-i-dire un couple de lignes compost de la tangenle de re- 
broussement fixe et d'une ligne mobile men^e par le point de 
rencontre de cette derni^re avec la tangente d'inflexion. Mainle- 
nanty comme tout point de 0:2 = o compte doublement en tant 
que point de la hessienne, la cajl&yenne se compose du point de 
rebroussement compte deux /bis et du point de rencontre de la 
tangente dHnflexion et de la tangente de rebroussement. 

On reconnait imm^diatcment sur F^quation (aa) que les points 

de la courbe peuvent s'exprimer en fonction d'un param^tre - 
de la maniere suivante : 

(23) pj7j=a', p.rj=fA*>, p.r3=:rX% 

en mettant a^s k la place de x^ y/3. 

Avec le secours de cette representation nous nous proposons, 
comme nous I'avons fait k l'6gard des courbes a point double, de 
trailer quelques probl^mes relatifs a la g^om^trie sur la courbe. 
Cette derni^re est coup6e par une droite u en trois points deter- 
mines par I'^quation 

dans laquelle manque leterme multiplie par ^^f*; pour lespara^ 
metres de trois points situes sur une droite existe done toujours 
la relation 

(24) h^h^h=:o, 

f*l f*J f*3 

Cette relation, compar^e k la relation (16) qui lui correspond 
dans les courbes k point double, est d'une nature essentielleraent 
differente. Nous verrons plus tard, dans nos recherches gen^rales 
sur les courbes du genre p = o, la maniere dont I'^quation (24) 
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procede de T^quation (i6) par des considerations de limites, 
cette derni^re ^tant d'abord suppos^e sous la forme 



log 



(s)*'°«{^)""'H^;)=° '»■«'•-'>• 



SI nous menons main tenant d'un point Xq | = — j la seule tan- 

g^ente encore possible k la courbe, tangente dont le point de con- 
tact peut ^tre suppose en Xi, puis de X, la tangente dont le point 
de contact sera Xj et ainsi de suite, nous avons 

)o->-2>|=^0, Xj-haXjirrO, ^j+^XjnzO, .. , X;._ j -+- 2 >^ = O, ... 



OU 



2 4 



3>o, 



K={-^y\, 



Les param^tres deviennent done de plus en plus petits et, si Ton 
continue le precede, s'approchentindefinimentdela valeur z^ro qui 
correspond au point d'inflexion. Par consequent, si I' on continue 
de mener des tangentes d'un point quclconque a notre courbe du 
troisieme ordre, le point de contact s'approche sans cesse du point 
d' inflexion.il est clair que Tonne revient jamais au point de depart: 
onne peut done construire de cette mani^re aucun polygone fermi. 
A Taide de la derni^re proposition on peut sans peine representer 
sensiblement la distribution des valeurs r^elles du param^tre sur 
la courbe, comme le montre l^fig- 3o. Le point X© = i peut ici 



Fig. 3o. 



x,=o 




Xj=0 



3^1=0 



encore ^tre choisi arbitrairement sur la courbe, et, partant de U, 

on peut facilement construire les points > jj — «» ' " d'apr^s 

noire theor^me. Le param^lre parcourt sur Tun des deux chemins 
possibles entre le point d'inflexion et le point de rebroussement 
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(c'est-a-dire entre o et oo ) toutes les valeurs numcriques posi- 
tives, et sur Taulre toutes les valeurs negatives; il resulte au sur- 
plus de r^quation ( ^4 ) que deux points auxquels appartiennent 
des valeurs param^triques de signes contraires sont toujours en 
ligne droite avee le point d'inflexion X = o ( * ). 

La construction du polygone de Steiner suivant la maniere in- 
diqu^e ne conduit ici k aucun r^sultat. Si nous partons en effel 
des points p, iff nous obtenons Ic sjst^me d^^quations 

;? -f- >i -f- Xj = o, ^ -h X| H- )»3 = o. 



p H- >i„_, -h >,;j = O, q -h >j« -h Xj z= O, 

ce qui entraine p = q; on n'obtient done pas alors de polygone 
proprement dit. 

En vertu des formules de Pliicker, il ne pent exister d'autres 
singularit^s concurremment avec le point double et le point de 
rebroussement sans que la courbe se decompose. II est d^ailleurs 
int^ressant d'6lablir d'une maniere complete les conditions alge- 
briques de cette decomposition , et c'est ce que nous essajerons 
de faire dans ce qui suit. 

Si Von impose a la courbe d^ avoir deux points doubles, elle 
doit n^cessairement se decomposer en une conique 5^= o et en 
une droite coupant cette derni^re en deux points s^par^s. On a 
done 

(25) f = al. = r^sl. = r^s} = , ... 

Nous avons vu qu'en cas de survenance d'un point double la 
forme EE devient Ic cube du premier membre de r^quation de ce 



(') II est du reste facile de se rcndre scmblablcment compte de la distribution des 
valeurs da parametre sur une courbe & point double. II resulte de (8) qu'an point 
double (pour /a = i), suivant qu'il est considere comme place sur Tune ou sur I'autre 
branche de la courbe, repondent les valeurs ji ^ o ou A = 00 , tandis que jl s= — i de- 
termine Ic seul point d'inflcxion r^el; puis il suit de (9) que deux poinu ayant les 

valeurs parftmetriques Jl et - sont en ligne droite avec le point d'inflexion. La valeur 

ii = + 1 donne, d'apr^s (17), Ic point de contact de la seule tangente qu'on peut encore 
mcner du point d'inQexion k la courbe, et aiiisi de suite. 
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point double. Lorsqu'il surviendra un second point double, 
n devra done £tre identiquement nul, ce qui est confirm^ par la 
reflexion suivante(M- L^s invariants S et T ne s^evanouissent 
evidemment pas ici s^par^ment, car autrement la courbe a deux 
points doubles se d^duirait de la courbe a point de rebroussement 
par des considerations de limites, ce qui n'est pas possible {voir 
p. 349)- Au contraire, la relation 

subsisle comme en cas de simple point double. Main tenant, la 
formey= r^s^. n'a plus que les deux invariants 

iz=[rss'Y et y~[,v/5")». 

L'^vanouissement du second exprime la presence d'un troisi^me 
point double; S ne pent done 6tre proportionnel a/, parce que ce 
cas dej = o ne pent pas davantage se deduire de la presence d^un 
point de rebroussement. Si I'ou a au contraire i = o, la ligne r 
touche la conique; autrement dit, la cubique acquiert un point de 
rebroussement, et Ton aura encore S = o , T = o. Ces derniers 
invariants deviennent done proportionnels k des puissances de i, 
et, comme S est du quatri^me degr^, la seule hypoth^se possible 
est 

(26) S = ci\ 

c d^signant un facteur num^rique, d'ou 

Comme, d'ailleurs, S et G d6rivent de S et T par le proc6d6 de 

-r UiUkUh {voir p. 284 et apS), et qu'on a 



(*) Foir GoBDAN, Ueber Citrven dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten {Math. 
'dnnalen, t. HI ), et GcifOBLFixcER, loc, eit. 
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il en resulte, si Ton applique aussi ce proc^d^ a R = o, 

(28) 6TG— S'S=:o ou v^6c/G=rc/*S, 

ou, apr^s multiplication pariy^ dans les deux membres et en 
vcrtu de (26) et (27), 

(29) n==TS — SG = o. 

Le fait que T^vanouissement identique de 11 est ^galement suf- 

fisant r^sulte de ce qu'il se produit sans supposer T^vanouisse- 

ment de S etT, et que d'autre part, comme nous le vcrrons, ilne 

suffit pas pour causer la presence de trois points doubles, le point 

double, dans la circonstance od R=o, 6tantd*ailleursindetermin^. 

On efiectue la d(^ termination du facteur num^rique c en calculant 
directement, a I'aide de i'^quation 

^^ikh=^ n^ui-^ ^k^hi-^ ni^^ik^ 

les conditions qui y sont relatives. Nous ne donnons ici que les 
r^sultats. On a 

gS = ^[®cuYc^u^ =z^[vsuY[ss'u)[rss']y 

278= 27(ea/]'c^rf^ =2/', 

\ 243T = 243(0a^/)'aa^^^ = — 2/» (»). 

Au moyen de ces Equations, nous trouvonsimmidiatementc= — 
et ensuite 
(3.) SA-T/=-^y,V.. 

Nous avons done le th^or^me suivant : 

La condition necessaire et suffisante pour quune courbe du 
troisieme ordre se decompose en une coniqiie et en une droite qui 



(3o) 



( ' ) 11 suit de Ik que dans (27) on doit prendre le signe n^gatif du radical. 
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la coupe est I' e\fanouissement identique de la forme 

les coordonnees de la droite so calculent alors au moyen de 
Vequation 

dans laquelle [en posant A = a^) 

Les coejjficients de Vequation de la conique se trou^ent en dwi- 
sant par r^ dansf. 

II se produit une particularisation de plus si la conique est 
touchee par la droite. Alors on a 

I ^ ss r^^ 1= o; 

done, suivant (3o), les invariants S et Ts'^vanouissent, comrae cela 
doit elre, puiscjue celle hypoth^sc provient du point de rebrousse- 
menlpar degeneration. Mais G cstaussi,d'apr6s (3o),identiquement 
Qul si i s'annulcy et il vient 

:32) a7ai==27Ai=4r»y. 

Nous voyons de plus par (3o) que S devient ^gal (sauf un fac- 
teur numerique) a u', les quantites yi etant les coordonnees du 
point de contact de r, car Tevanouissement de [rsuy exprime que 
le point d'intersection de /• et de u est situe sur 5J = o, et 

(ss'u ) ( rss' ] =: o 

est r^quation du pole y de r, lequel se confond ici avec le point 
d'inlersection dont il a ^t^ parl^. Done : 

La condition necessaire et sufjisante pour quune courbe du 
troisieme ordre se compose d'une conique et d Uine droite tangente 
a cette derniere est V evanouissemenl identique de G. Les coor- 
donnees ji du point de contact se determinent au moyen de la 
proportion continue (8 etant egal a u' ) 

^1 •/i^tt/i/a* • • • '^XxXiXz^^ •^111 • ^itj ' ^113 • • • • ^i2j> 
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et les coordonnees r/ de la tangente par 

A eta/zt egal a a^. 

*Si /a courbe du troisieme ordre doit avoir trois points doubleSy 
il faut que la conique s^y dans le cas caract^ris6 par 11 ^ o, se 
decompose en un couple de lignes, c'est-^-dire que Ton ait 

J = o 

^ et 

^% =^ PxQxi /= r^PxQx- 

Alors tout point de la courbe est un point d'inflexion; A de- 
viendra done proportionnel k f^ et, en effet, il r^sulte de (3o) 
et (3i), a cause dey = o, 

(33) 9A= — // et SA-T/:=0. 

Pour la decomposition d'line courbe du troisieme ordre en 
trois droites, il est done necessaire et suffisant que f soit proper- 
tionnel a A, cest-a-dire que lajorme mixle [voir p. 3i4) 

soit identiquement nulle. Les coordonnees pi, qi, ri des trois droites 
se determinent au mojen des equations 

Pour r^soudre ces Equations d'une maniere effective, on pout 
proc^der ainsi qu'il suit. Soient y el z deux points quelconques 
du plan; on d^terrainera les points j^ -+- Xz, ou leur ligne de jonc- 
tion rencontre la courbe y== a^ = o, au moyen de T^quation du 
troisieme degre 

al -h 3>aJ«- -f- Zl^Qyal -4- >'«? =o. 

Nous d^signerons les coordonnees de ces points par |, |', |'', 
de telle sorte que, X, X', X'' 6tant les racines de T^quation pr^ce- 
dente, on aura 

?/=r/-+- X2i, ti=Xi-^ >•'-/, Z^Xt -h x"2/. 

Les tangentes de f= o aux points ^, ^', J" coincident alors 
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avec les trois droites en lesquellesy se decompose; aulrement dit, 
les quantites/?/, y,-, /'i sont d^termin<Ses par les Equations lin^aires 
qui suivent ( * ) : 

opi= a^a,, pqi= a^.a,^ pr^zTz a^ai, 

II peut arriver en parlicuUer que les trois lignes droites passenl 
par un m^me point, e'est-a-dire que le determinant {pqr) s'^va- 
nouisse. Nous avons alors aussi 

' = [P^^? = o et y = o, 

et par consequent, d'apr^s (3o), 

C:=r0, S=:0, T=:0, 

comme c'^tait k pr^voir, car ce cas prend naissance lorsque, dans 
I'hypothese d^finie par Gei^ o, la conique 5^ = o se decompose en 
un couple de lignes dont le sommet est situ6 sur /'a:= o. De (3i) 
r^sulte d'ailleurs Azzeeo, et, en effet, la polaire d'un point quel- 
conque, d'apres nos lois g^n^rales, se compose d'un couple de 
lignes dont le sommet est situ6 au point triple de f-=- o, et par la 
on reconnait g^om^triquement que la r^ciproque de notre derni^re 
proposition est vraie (*). 

La condition necessaire et sufjisante pour la decomposition de 
la courbe en trois droites d'unfaisceau est done donnee par /'e- 
vanouissement identique de A. Les coordonnees du point triple j^ 
■^e calculent au mojen de I' equation 

F= [abuY[cduY[acu)[bdu] z=z £i«. 
Apres les avoir trouvees, on introduit, pour determiner les 



(*) Lorsqu'une forme du n^^°^^ ordrese decompose en n facteurs]ineaire8,un procede 
tout k fait analogue est naiurellemeat applicable pour la determination de ces fac- 
teurs. 

(') Voir Sylvester, Cambridge and Dublin mathematical journal, t. VII, p. 187 
(i853). Le thooreme a ^te etendu par Hesse {Journal de Crelle, e. 56, p. 363) aux 
courbes d'ordre quelconque : Consequemment une courbe du n^"'* ordre se decom^ 
pose en n d/oites passant par un point si son covariant hessien est tdentiquement nuL 
ConsuUez Sylvester, Philosophical Magazine, i853, et le travail de Gordan et Nother 
cite,. p. 97. 
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quanlit^s p/, qi, 77, de nouvelles variables au moyen des Equations 

les grandeurs a/, ^/^lant compl^lementarbitraires. Alorsy devient 
une forme binaire en ^2> Hs et peut, d'apr^s la th^orie des formes 
cubiques binaires, se repr^senter sous la forme 

5^-4-53% 

pourvu que Ton determine convenablement les quantit^s a/ et £/. 
On reconnait d'ailleurs facilement que dans ce cas la forme S 
renfermant le facteur [pqr) est identiquemenl nulle. 

Si, de plus, deux droites p et q se confondent^ c'est-4-dire si 
Ton a 

la courbey= o est couple par toute droile u en deux points coin- 
cidents, et consequemment la forme F est idenliquement nulle. 
Nous pouvons alors, dans les Equations (3o), poser s = ^=^q; 
nous avons par suite 

(34) 9^-=-^q'c[7ru)\ 

et I'on peut tirer de la simultanement la droite double q et le 
point de rencontre de q et r, Les choses se passent d'une raaniere 
analogue a ce qui arrive dans le cas de N=^ o, sauf que Tequa- 
tion cubique dont on se sert a ici deux racines ^galcs. 

Si enjin les trois droites se confondent, on a dans (34) qi= /'/, 
d*oii resulte identiquement 



(*) Cc resultat peut 6tre generalise et sVxprimo alors par la proposition suivante : 

Si pour une forme ternaire f= a^ la forme mi'xte 6 = (abuya^-^ ^5~* ^^' iden^ 
tiquement nulle^f est la nf*"' puissance cPune expression liaSaire, 

En effet, d'aprcs le principe de translation (t. I, p. 342), la condition 6 :^ o sigoifie 
que toute droite rencontre la courbe /= o en un groupo de points qui, considerc 
comme forme binaire, a son covariant hessicn identiquement nul. Mais cela vcut dire 
que le groupe binaire de points se compose d'un point compt^ n fois. c. q. p. d. 
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De la condition/ =y^ on tire imm^diatement pour le calcul 
des quantit^s qi la proportion continue 

Pour finir, nous rassemblerons en abr^g^ dans le Tableau sui- 
vant les r^sultats que nous venons d'obtenir, en ajoutanl pour 
chaque esp^ce de courbes le nombre de constantes qui restent 
encore arbitraires ( * ). 

COURBES DU TROISIEME ORDRE. 

1** Courbe generate, neuf constantes. Rapport anharmonique 
^gal a a si Ton pose 

a. Courbe equianharmonique, huit constantes : 

S=:0, I — «-|-ec*=:0. 

b. Courbe harmonique, huit constantes : 

T = o, a= — I, 2, -• 

2 

7? Courbe h point double, huit constantes : 

R ^ T* — ^ S' = o, a = I , o, GO . 
3® CoTuque et droite, sept constantes : 

4® Trois droiles separees, six constantes : 

N^ [accu)a%oi^ = o. 

J** Courbe i point de rebroussement, sept constantes : 

S = o, T = o. 



(*) Foir 1. 1, p. i49) le Tableau correspondant pour les coniques. Le Tableau actiiel 
a ete etubli de telle maniere que chacune des courbes C'j peut dtre dcduite de la pre- 
cedeiite par des considerations de limites. 

Clebsch. — G^om^trie, II. 23 
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6® Conique et tangente, six conslantes : 

G= o. 

y° Irois droites concour antes, cinq conslantes : 

8° Drdite simple et droite double, quatre conslantes : 

F = o. 

9** Droite triple, deux conslantes : 

0^ [abuYa^bjc^^ o. 

Entre 8° et 9** nous poumons encore inlercaler una courbe de- 
pendanl de Irois conslantes, el qui serail compos^e d'une droite 
triple el d'un sommet silu^ sur elle. Mais une lelle droite n'est pas 
repr^sen table en coordonn^es-poinls par une seule ^qualiony=o, 
el pour cetle raison nous la n^gligerons pour commencer. Si Ton 
consid^re, au contraire, des sysl^mes de courbes du Iroisi^me 
ordre, on doit dans les d<§gen^ralions compter les sommels qui s\ 
pr^sentenl, quoique ceux-ci ne puissenl 6tre repr6senl<5s isole- 
menl par une ^qualion poncluelle. Alors on oblienl aussi pour 
les cas 8** et 9° cinq constanles, car, dans 8°, le point de ren- 
contre des deux droites infinimenl voisines qui se r^unissent pour 
former la droite double sera compl^temenl d^terrain^ lorsqu'on 
aura poursuivi le passage k la limite ; de lelle sorte qu'un sommet 
est encore situ^ sur la droite. De meme, sur la droile triple dans 9 
peuvenl se presenter Irois sommels si Ton imagine qu'elle provient 
de Irois droites particulieres, el, au contraire, deux sommels seu- 
lemenl (dont Tun compte alors double) si on la d^duil du cas 8. 

Si Ton poursuil de la mani^re indiqu^e la naissance d'une dege- 
neration d'une courbe gen^rale, les langenles d'inflexion et les 
tangenles de rebroussemenl auronl des situations speciales pour 
la courbe limite, silualions qui, du reste, peuvent 6tre differenles 
suivanl le sysl^me de courbes C3 dans lequel la degeneration se 
presente. Si, par exemple, Cj se decompose en une conique el en 
une langenle de celle derniere courbe (cas qui pent se deduire 
d'une courbe k point de rebroussemenl), la courbe, comme figure 
langentielle, se compose de la conique el du poinl de contact. Le 
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point de rebrousseroent et le point ({'inflexion sont r^unis en ce 
dernier, tandis que la tangente de rebroussement et la tangente 
d'inflexion se confondent avec la tangente de la conique. Mais, si 
la conique C2 d^gen^re encore en une ligne double, la tangente de 
rebroussement et la tangente d*inflexion peuvent ^tre representees 
dans ce cas limite par deux droites s^par^es passant par le point de 
rencontre de la droite double avec la droite simple, de telle sorte, 
d'ailleurs, qu'il existe encore des relations entre ces quatre lignes 
et la droite qui se pr^sente k la limite h la place de la ligne joi- 
gnant le point de rebroussement et le point d'inflexion (*)• Si 
Ton compte les droites qui s'ajoutent ainsi k une courbe, en tant 
que celle-ci fait par tie d'un systdme de courbes plus gen^rales, 
comme lui appartenant essentiellement, le nombre des constantes 
dont depend la degeneration est naturellement eieve dans la mesure 
correspondante. 



VII. — Application de la theorie des fonctions elliptiqnes k la Geometrie 

8ur one courbe da troisieme ordre. 

En traitant des courbes du troisieme ordre a point double, nous 
avons vu que les coordonnees des points de la courbe peuvent 
s'exprimcr rationnellement en fonction d'un param^tre et que cette 
representation est particulierement avantageuse pour Tetude de 
certains systemes de points sur la courbe. Main ten ant se presenle 
la question de savoir si un procede semblable est possible k re- 
gard d'une courbe generale du troisidme ordre et ulterieurement k 
I'egard d'une courbe du n}^'^'° ordre. Un examen attentif montre 
que cela depend du genre de la courbe. Toute courbe du 
genre /> = o est representable rationnellement par un param^tre ; 
au contraire, pour les courbes du genre p = i il, est necessaire 
d'introduire les fonctions elliptiques dans ce mode de representa- 
tion. Nous demonlrerons plus tard ces theoremes d'une mani^re 
tout a fait generale ; mais, en ce qui concerne les courbes generales 
du troisieme ordre qui sont precisement du genre /;=:i, nous 



( ' ) Ces circonstances ont ete etudiees d'une maaicre complete par Schubert pour 
les degenerations d'une cubique a point de rebroussement. Voir Gottinger Nackrich- 
ten, 1875, p. 359, et Math, Annalerif t. XIII. 

23. 
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pouvons d<5montrer directemeni rexactitude de noire proposition 
et des consequences qui en d^coulent; c*est ce dont nous allons 
nous occuper dans ce qui suit. 

Nous parlirons d'abord d'une forme sp^ciale d'^quations des 
courbes du iroisi^me ordre et nous montrerons sur elie le carac- 
tire du probleme actuel. Nous ^tudierons en detail les relations 
possibles entre les points d'intersection d'une droite, relations 
qui donnent lieu k des questions de nature tres diverse, et sp^cia- 
lement les polygones de Steiner, comme nous I'avons fait pour les 
courbes a point double. Pour les courbes d'ordre superieur, au 
contraire, nous ne ferons qu'etablir bri^vement sur une base nou- 
velle les theor^mes qui nous sont connus relativement k leurs 
points d^ntersection avec la courbe G3. Enfin nous montrerons 
comment Tintroduction des fonctions elliptiques pent ^tre r^alis^e 
lorsqu'on suppose Tequation de G3 donn^e sous la forme la plus 
g^n^rale. 

L' equation d'une courbe quelconque du troisieme ordre peui 
dtre mise sous la forme 

Nous pouvons, en effet, montrer que le rapport anharmonique 
de cette courbe depend pr^cis^ment de la quantity A* et que, 
par suite, F = o repr^sente bien la courbe la plus g^n^rale du 
troisidme ordre. Pour Xi = o, Fequation (i) sc transforme en 
x\ = o ; Taxe de coordonndes a:, = o coupe done la courbe en 
trois points infiniment voisins : autrement dit [x\ = o, j:2 = o) est 
un point d'inflexion et x^ = o est la tangente d'inflexion. Par ce 
point passent les trois droites 

( 2 ) Xj = O, x, — Xj = O, k^Xy — Xj =r O, 

pour lesquelles Fequation de la courbe se transforme toujours 
tnx\x\^=o. Ces trois droites sont done les langentes que Ton 
pent mener du point d'inflexion k la courbe, et 0:3 = o est la 
droite sur laquelle sont silues leurs points de contact, c'est-^-dire 
la droite harmonique qui correspond au point d'inflexion. On re- 
connait d'ailleurs imm^diatement que h^ est Tun des six rapports 
anharmoniques des trois droites (2) et de la tangente d'inflexion 
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Xi = o ; c'est Ik le rapport anharmonique de la courbe du troisi^me 
ordre, lequel est li6 de la maniere connue avec rinvariant absolu 
de cette courbe [voir Equation (4i)> P« 3a6]. 

Done, pour obtenir V equation d'une courbe quelconque du 
troisieme ordre sous la forme [i), il/aut calculer la constante 
hr au moyen de V equation ( * ) 

(3) ^ = ^4 



S et T etant les inv^ariants de la courbe, 

Malntenant r^qoatiou(i) est satisfalte identiquement si nous 
posons 

rintroduction des fonctions elliptiques se trouve ainsi naturelle- 
ment amende. En prenant, en efTet, a = sinamu ou 

X V/I'-^'JI'-^!-'^') 
il vient imm^diatement 



^i — fA*=:cosamif, ^i — A*p*:=Aamtf. 

Les radicaux des premiers membres, devant ^tre pris avec un 
signe d^termin^y n'ont par consequent qu'une valeur et les rela- 



(') Les six racines de cette equation peuvent s'exprimer rationnellement en fonc- 
tioD de Tune d'elles (A') ; elles Bont, comme on salt {voir t. I, p. 49), 

L'equation (3) est done resoluble algebriquement, et, en effet, au moyen de la sub- 
stitution^ = \-r. r. f elle derive de Tequation du troisieme denr^ 

S' a (3/'-+-^)" 



roir plus haut la Tkdorie des formes binaires biquadratiqueSy t. 1, p. 296 et suiv. 



358 


TOME 11. "> CBAPITRE 11. 


tlons conoues 






sin* am u + cos* am 21 -^ i , 


sont satisfaltes. 


A:*sin*amu+ A*am2i i 



Les coordonnees d'un point de la courbe (i) F = o sont done 
representees sans ambiguite comme fonctions elliptiques d'un 
parametre u par les equations 

/ pxi = sin' am a, 
(5) < px,=3 sinamw, 

( px3== cosamu.Aamu. 

A chaque valeur de u repond ainsi un point x completemenl 
determine sur la courbe, 

MaiS; inversemcnt, k chaque point x ne repond pas une valeur 
unique de u, ainsi qu'il ressort des propri^t^s p^riodiques des 
fonctions elliptiques. L'int^grale (4) a, en effet, comme on sail, 
deux modules de periodicity Q. el Qf, d^finis comme ^tant les va- 
leurs de Fint^grale prise sur les deux sections obliques de la sur- 
face de Riemann correspondante, et qui, pour la forme normale de 
Tint^grale de premiere esp^ce, sont donnds de la mani^re suivante 

par les int^grales rectilin^aires 

I 

Jo >J^[^') Jo >/^[^) Jo Vl^t^^J 

R(X) 6tant ^gaU (i —X") (i — A^X^). 

Si maintenant u est une valeur de Tint^grale (4)9 toutes les 
autres valeurs de celle-ci different de u de multiples entiers de fi 
et Off c'est-&-dire sont de la forme 

li -\- p£i-h qa\ 

p et q d^signant des nombres entiers. Ges modules de p^riodicile 
sont en m6me temps des p^riodes pour la fonction sin am, c'est-4- 
dire qu'on a les Equations 

sinam(f«±n) = sinam(«±a') = sinamM, 
tandis que Q et nQf fournissent des p^riodes communes aux trois 
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fonctions sin am u, cos am u, Aamu. Pour les rapports des quan- 
lil^s Xiy on lire d^ja les m6mes valeurs de (5) si Ton fait croitre 

Targument de -Q ou Q! seulement, car on a aussi 

sinani(a±n') = sinamu, sinam ( ttdr — j = — sinamu, 

cosam ( a dz n' ) =: — cos am« , cosam f « ± — J = — cos am 1/ , 

Aam(tt±n') = — Aamf<y Aamfu-I j= Aamu. 

A tout point X de la courbe correspond done une infinite de 
valeurs de V argument, valeurs qui sont composees ax^ec I'une 
d'entreelles (u) sous la forme 

2 

Py q etant des nombres entiers, ou, si nous voulons nous exprimer 
ainsi, la courbe a les periodes 

(7) w=-ft et w =: -n'. 

'' 1 2, 

La circonstance que Tintdgrale elliptique de premiere espece u 
se pr^sente ici sous la forme normale connue est une consequence 
de la position sp^ciale de notre triangle de coordonndes; en 
general, il n'en est pas ainsi. Mais on peut ramener toutes les int^- 
grales de premiere espece k Tune d'elles, et il est en effel connu, 
par la th^orie des fonctions elliptiques, que toutes les int^grales de 
m^me module k peuvent 6tre transform^es lin^airement les unes 
dans les autres. Ce fait est li^, comme une ^tude g^n^rale nous 
Tapprendra plus tard, avec la circonstance que la courbe du troi- 
si^me ordre est du genre p = i et ne posside qu'un invariant 
absolu. En prenant pour point de depart la forme normale (4)? 
nous pouvons ais^ment suivre dans ses details la distribution des 
valeurs de Tint^Jgrale sur les points de la courbe, ainsi que nous le 
verrons plus tard. C'est a quoi conduisenl les developpements sui- 
vanls, qui nous donneront en m^me temps lieu de traiter d'autres 
questions importantes en elles-m^mes. 

Soient Mj, U2f «3 les valeurs du param^tre pour trois points 
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situ^s sur une droite, el posons, pour abr^ger, 

sin am w/ == J/, cos am w / = C/, A am w,- = A, ; 

alors, en vertu de (5), existe la relation 

*1 *1 *3 

(8) Si S2 s^ =0 



4 


^5 


^'3 


*1 


^2 


^^3 


CjAj 


c,A, 


^3^8 



Mais cette Equation exprime simplement ceci : que la somme des 
arguments U|, 1129 Us est nuUe ou est <Sgale a un multiple entierdes 
p^riodes de notre courbe. La mani^re la plus simple de le verifier 
consiste a mettre les Equations relatives au th^oreme d'addition 
des fonctions elliptiques sous la forme donn^e par Hermite (*). 
On a alors 

(9) smam(wi-l- ttj-h. . .-+- tt,„] = 



*i ^i • • • *«i» 



o{u) etant la fonction suivante de 5 = sinamu, c = cosamtf, 
A = Aam/z : 

Les an constantes pi^ qi se d6terminent par les 2/1 Equations 
lin^aires 

Le signe de Texpression qui figure dans le second membre 
de (9) se d^terminera par un cas particulier, en posant par 
exemplei^t==z/3=. . .=U2«=o,cequile transformeen + sinamMp 

Si nous posons en particulier ti = a et ^5,,= o, T^quation (9) 
donne la valeur de 

sin am ( «, -h «2 "^- ''3 )» 

et les Equations (10) et (11), qui servent i determiner la fonc- 



(») Hermite, Note sur le Calcul diffirentiel et le Calcul intigral (Extnit de la 
6* ^dit. de rOavrage de Lacroix, Paris, 1862, p. 68) ; 'voir aussi KoBNiGSBSBGia, Thearie 
der elliptischen Functionen^ !!• Partie, Leipzig, 1874, p. i6« 
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tlon (f{u), donnent ^s= o et 



9{ 


«] 




5» 


-^/'l*' 


-hPiS 


■+- c 


A qs\ 




o 


— 


^J 


■^Pl^l 


-+-/?, 5i 


-he, 


Ai^'i. 




o 


— 


'J 


-^Pi^l 


-J-Pt^i 


-^c^ 


^tqs\^ 









Sl 


-+-/'! 4 


-^Pl^l 


x-^Ci 


S^zqsly 



d'ouy en r^solvant et observant que le determinant du d^nomina- 

teur n'est pas nul, 

c A .? 



I 5* 5' I 



?{u] 



s\ s 



SI s 



'^ * 



I fiAjJi 
I CjA^Js 



-J * 



c,A,j, 
I r,A,J, 



« ^3^3^, 



Si pour former T^quation (9) nous posons u = O; comme on a 
alors sin am o = o, cos am o = Aamo = i, il vient dans le premier 

membre ^ — - et nous obtenons, puisqu'on a aussi u^n = 1/4=0, 



sin am ( tf 1 -h 1/ , -h 1/3 ) = — \ 



s 

s 
s 



s 
s 

s\ 

2 

1 

I 

s 



Si 



TiAi 



1 "I 

^3 ^3 ^1 



I ^lAi^i 
I ^sA,^, 



lei figure dans le num^rateur le determinant dont I'^vanouisse- 
ment exprime, suivant (8), que les Irois points ayant pour para- 
metres liiyUayUs sont en ligne droite. Comme maintenant le de- 
nominateur du second membre ne pent s'annuler en m^me temps 
que le num^rateur que pour des valeurs sp6cialcs des arguments 
Uf , 1/2, U3, tandis que notre Equation a lieu pour toute valeur de 
ces quantit^s, 11 r^sulte de (8) 



sinam ( w , 4- //, -f- Wj ) =r o 



ou 



«i 



u, 



II 



o, 
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le signe == devant indiquer que la somme qui figure dans le pre- 
mier membre est 6gaie a z^ro, ou bien ne difT^re de zero que par 
une expression de la forme /ww -h y^^)'; p el q sont supposes ^tre 
des nombres en tiers, et co et w' d^signent les deux p^riodes de 
notre courbe lelles qu'elles ont 6te d^finies par (6) el (7). 
Nous formulerons ce resultat dans la proposition suivante : 

Si Von represente les points d'une courbe du troisieme ordre 
au moyen des equations (5) comme fonctions elliptiques d'uii 
parametre ( * ), la somme des arguments relatifs aux points d' in- 
tersection d'une droite as^ec la courbe satisfait toujours a la 
congruence 

(12) I/, 4- iij -4- tt3 ^ o (mod.w, w'). 

A cette Equation nous rattacherons la resolution d'une s^rie de 
problemes que nous avons d^j^ en partie trail^s par d'autres me- 
thodes. Si nous faisons d'abord coincider deux des points, de telle 
sorte que la droite devienne une tangente, nous aurons 

(l3) 2M|-f-ll, 

OU 



.,=^0 ^ 



2I| — J- 



a 2 



p, q etant des nombres enticrs. II suflQt de prendre p, q 6gaux a 
z^ro et — I, parce que tout nombre plus 6leve peut 6tre obtenu 
par addition de multiples en tiers des p^riodes. Done : 

Les arguments des points de contact des quatre tangentes que 
I' on peut mener d^un point u de la courbe a cette dernier e sont 



^ ^' 22 '-4 2 

et, ini^ersement, le point tangent iel u d'un point 9 de la courbe 

est determine par 

u^= — 2P (mod.w, w'). 



(') Ge theoreme est d*aiUeura, comme il sera d^montrdplus tard, independant de 
la forme des equations (5). La representation doit seulement hire dirigee de telle 
manidrequ*au parametre u =0 corresponde un point d'inflexion; autrementle second 
membre de (la), au lieu d'6tre nul, conticndrait une constante (iiofr p. 391 et suit.^. 
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En ayant ^gard aux relations des quatre poinls de contact k 
regard des trois syst^mes de couples de p61es qui sont sur la 
courbe (p. 262), nous pouvons aussi ^noncer la premiere partie 
de ce th6or^me de la mani^re suivante : 

Les arguments des trois points qui, dans les trois syst ernes de 
couples de poles, forment un couple avec un point ude la courbe, 
sont 

(.5) 

Si maintenant nous joignons le point u k un point quclconque 
V, Targument w du troisieme point d^intersection de cette ligne de 
jonction est d^termin^ par w^ — u — u. Mais le m^me argument 
s'obtient pour le troisieme point d'intersection de la ligne qui 

joint u-i — k u -] — J tandis que les lignes joignant u k s^ -\ — et ^^ 



&> 


«' 


6) -4- w' 


tt-h-» 


mH • 


«H 


2 


2 


2 



a u H — se coupent au point dont Fargument est w -j — • De Ik r6- 
suite le th^orime connu (p. 259) : 

Les lignes quijoignent deux points non correspondants de deux 
couples de poles du meme sjsteme se coupent sur la courbe en 
deux points qui forment un troisieme couple du systeme en 
question. 

On verifie du reste sur (i4) Texactitude des remarques faites 
pr^c^demment sur la r^alit^ des trois syst^mes de couples de p6les 
(p. 262). Si en eOet la courbe est bipartite, les quatre tangentes 
sont r^elles, et il en est de m^me de leur rapport anharmonique A'^; 
or ce dernier pent toujours ^tre pris plus petit que Funit^, parce 
que, dans le cas contraire, il y a toujours une de ses cinq autres 
valeurs moindre que i. Alors, comme on le sait d'apr^s (6), Q est 

r^el et Q! imaginaire sans partie r^elle (i = ^ — 1) : 

2« =: fl = 4*^1 «' =r n' = 2/K', 
en posant ( pour A'^ = i — A ^ ) 



t/o 



K. := — ■_ 



(v^i--x^;iVi — /•*/*) v^(i-x^j(i — A-'n^) 



Le premier des arguments (i5) est par consequent reel; mais 
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rintroduclion des autres arguments dans les valeurs des coordon- 
n^es [Equation (5)] donne aussi pour ces derni^res des valeurs 
r^elles, car on a, pour hf^=i — Ar*, 



sin am 



(, w\ , cosami/ . / , w \ I 

u±-]=: ± » sinam [uzh—] = r— : 9 

2/ Aamu \ 2/ Arsmamtt 

(, w\ /-'sinami/ / , w'\ tAama 

ttz!::-==4= y cosam (1/ zi: — | = zn:-— : 

2/ AamM \ 2/ Asinamu 

I «\ ^' ( ^^'\ i 

AamiwH — 1 = » Aamittdz — | = ir:- 

\ 2/ A ami/ \ 2/^^; 



cos am II 

, 

sin am IT 



H"-^>*F 



Aamtt 

sm am I « =!z | = it: -. > 

cos am u 



cos; 



A cos am tt 



(, w-f-w'\ , I'X-' sinam tt 
u zh 1 = III • 
2 / cosamii 

Si au contraire la courbe est unipartite, le rapport anharmonique 
h^ devient complexe (il a d'ailleurs pour module I'unit^), et Ton 
reconnaitpar les dernieres Equations que le point dont rargument 



&> 



est M H — a seul des coordonn^es r6elles. 
2 

Si dans (12) nous faisons les trois arguments ^gaux entre eux, 
nous oblenons la condition d'un point d*inflexion 

Zu^o (mod.6>, »'], 
ou, py q ^tant des nombres entiers, 
(,6) /'»4-7»' 



u 



3 



Le probleme de la determination des points d* inflexion est con- 
sequemment, lorsquun de ces points (m^o) est connu, identique. 
au probleme que I' on appelle probleme de la trisection sp^ciale 
des Jonctions elliptiques, Ce dernier depend done d'une Equation 
du quatri^me degr6, laquelle n'est autre que T^quation G (x, a) = o, 
qui sert a determiner les points d' inflexion, ainsi que nous le ver- 
rons encore plus tard(*). Les arguments des neuf points d' in- 



(*) Voir la fin de cotte Section et de la Section snivante. 
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flexion sont done 



""^ 3' 3' ""T"' T' "3"' 3~"' "~3~' 3 

Sont toujours situes en ligne droite les points d'injlexion pour 

les arguments desquels la somme des quantites p, aussi bien que 

celle des quantites y, est divisible par 3. Si done on range les 

couples de valeurs p^ q conoiine les ^l^ments d*un d^ternaiinant 

dans le Tableau 

0,0 0,1 0,2 

I yO 1,1 1,2 

2,0 2,1 2,2, 

seront sltu^s sur une droite les points qui appartiennent a la mdme 
ligne horizontale ou k la m^me ligne verticale et enfin ceux qui, 
dans le determinant^ apparaitraient multiplies les uns par les 
autres. Nous avons par consequent, pour le groupement des points 
d^inflexion, sans autre observation, les m^mes regies que celles 
obtenues par une autre voie (p. 232), et, en effet, notre Tableau 
Concorde enti^rement avec celui que nous avons etabli alors ; mais 
les nombres employes ont acquis, par nos considerations actuelles, 
une signification imm^diatement saisissable : ce sont les valeurs 
des nombres /7, ^ dans (16). On reconnait au surplus qu'il existe 

toujours trois points d'inflexion sur une courbe r^elle, et trois seu- 

12 

lament, k savoir ceux qui sont donnas par les valeurs o, -r w, ^ w 

du parametre.On pent conclure de \k que les arguments des points 
delabranche a trois inflexions peuvent tous ^Ire repr^sent^s sous 

la forme — w, m et « ddsignant des nombres r^els ; on pent aussi 

obtenir directement la distribution de ces valeurs de Targument 
en continuant le trac6 des tangentes. En premier lieu, les points 

de contact des tangentes issues d'un point d'inflexion — — o 

sont, d'apr^s (i4)i donnas par 

/?w-l-^w' f/7 -f- 3]w -f- 7w' 
— , , 

^''^ i ^ft)4-(y-f-3]6>' (;?-4-3U)-f-(7 + 3]6/ ^ 



sur 
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En portant dans ces expressions les valeurs de /?, y, on recon- 
nait que Tun de ces points tombe de nouveau au point d'inflexion 
en question ; par exemple, pour p = i , ^ = o, on obtient, en aug- 
mentant des p6riodes o) et (J tous les arguments, 

5 1 5 1,1 I , 

b 3 6 2 3 2 

Done, parmi les trois points de contact, un seul ( t; co ) ^st 

la mdme branche que le point d'inflexion ^ o) ; les deux autres, au 

contraire, sont situ^s sur I'ovale. Nous pouvons en conclure que 
les arguments des points de ce dernier sont toujours de la forme 

//iGJH — rj m ^tant un nombre r^el, et nous obtenons ainsi, en 

continuant ce trac^ de tangentes, un criterium pour la distri- 
bution des valeurs de Targument sur les branches r^elles de la 
courbe, comme le montre la. Jig. 3i. Sur la brancJie a trois in- 

Fig. 3i. 



^-^+^- 



^■^ 




Jlexions se troin^ent, comme it a ete dit, les valeurs u = ojusquh 

u = (>i, sur V ovale les valeurs u = o -\ — w' jusqua u = co -f- - w'. 

La distribution des param^tres pour les points r6els de la courbe 
est seule donnee par U ; ^ I'^gard des points imaginaires, la ques- 
tion est de savoir si une interpretation semblable est possible. Or 
il en est effectivement ainsi, si Ton emploie le mode de represen- 
tation introduit par Klein (*). Cette representation des elements 
imaginaires de la courbe se rattache 4 la conception de celle-ci 
comme figure envcloppce par ses tangentes ; nous raisonnerons 



(') F. Klei:!, Ueher eine neue Art der Riemann' schen Fldchen {Math. Jnnalen. 
t. VII, p. 558). 
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done, dans ce qui suit, sur une courbe de la troisieme classe au 
lieu de raisonner sur une courbe du troisieme ordre. 

Consid^rons d^abord ce qui arrive, dans cet ordre de fails, pour 
une conique. A toute tangente de cette courbe, comme au surplus 
de toute courbe alg^brique, et que la tangente donl il s'agit soil 
du reste r^elle ou imaginaire, on pent en g^n^ral faire corres- 
pondre un point reel du plan. Si la tangente est r^elle, nous choi- 
sirons comme point correspondant le point de contact ; si elle est 
imaginaire, nous choisirons le seul point r^el qu'elle poss^de. Les 
deux fixations concordent Tune avec Tautre en ce sens que celle 
qui se rapporte aux tangentes reelles derive de I'autre par passage 
a la limite, car le point r^el d'une tangente iraaglnaire est le point 
de rencontre de celle-ci avec la droite imaginaire conjugu^e, et, si 
ces deux lignes conjugu^es se r^unissent de mani^re k en former 
une reelle, leur point de rencontre devient le point de contact de 
cette demi^re droite. Soit mainlenant, pour commencer, une co- 
nique reelle que nous supposerons etre une ellipse. De tout point 
ext^rieur k la courbe on pent lui mener deux tangentes reelles, et 
de tout point interieur, au contraire, deux tangentes imaginaires 
conjugu^es. II existe done toujours deux tangentes imaginaires 
conjugu^es auxquelles correspond le meme point reel. Les points 
reels qui correspondent aux tangentes imaginaires de V ellipse 
remplissent done deux fois V interieur de celle-ci; ils constituent 
une swjace ay ant la forme d'une double feuille ellipso'idique. En 
parlant ici d'une double feuille, nous imaginons que tons les points 
de I'int^rieur soient r^unis en une feuille, une fois en tant qu'ils 
r^pondent a une tangente G -j- iH = o et une fois en tant qu'ils 
r6pondent a une tangente G — iH = o. Mainlenant celle double 
feuille nous represente Tensemble des tangentes imaginaires de 
Fellipse, c'est-a-dire la distribution des valeurs complexes d'un pa- 
rametre donl ces tangentes dependent ralionnellemenl. Les deux 
feuilles sonl li^es I'une a Tautre par des points rdels de Tellipse. 

Des reflexions semblables peuvenl ^Ire failes en ce qui conccrne 
une courbe de troisieme classe. Une telle courbe se compose, 
comme on sail, ou bien de deux branches ferm^es, donl Tune est 
iricuspidale el Faulre ovale, ou bien d'une branche Iricuspidale 
unique (p. 242). Nous considerons ici seulemenl le premier cas. 
Nous pouvons repr^senter les tangentes aux courbes de Tespfece 
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en question comme fonctions elliptlques d'un param^tre, de la 
m^me mani^re que les points d'une courbe bipartite da troisi^me 
ordre, c'est-^-dire que Tune des p6riodes de Tint^grale elliptique 
correspondante de premiere esp^ce est rcelle, I'autre purement 
imaginaire (p. 363), et, par consequent, la distribution des para- 
m^tres pour les tangentes r^elles des deux branches est la meme, 
sauf rinterversion dualistique, que dans \dijig, 3i. 

Si done nous attribuons a un point de la courbe de troisi^nie 
classe la valeur d*argument de sa tangente, nous obtenons la dis- 
tribution des parametres representee dans \?i fig, 32. Le long de 

Fig. 32. 




la branche k trois rebroussements, les nombres reels, depuis o jus- 
qu'^ ci)y sont r^partis de telle maniere qu'aux trois rebroussements 

r^pondent les arguments o, ^ w, ^ w, et les trois tangentes de re- 

broussement correspondantes coupent encore la courbe en trois 
points qui correspondent aux tangentes issues des points d'inflexion 
de la courbe du troisi^me ordre et qui ont, par suite, les arguments 
suivants : 



I I I , 

— w — wH — w, 

2 2 2 

5 5 I , 

jv w , ^ w -4 » I 

O O 2 

b b 2 



OH w , 

2 



- w -4- - w , 
6 2 

- w --I w . 

3 2 
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Pour les points de Tovale clrconscrivanl, la partie imaginaire de 

i*argiinient a uniforin^ment la valeur constante - co', tandis qu*ellc 

est nuUe pour les points de la branche Iricuspidale. 

En ce qui concerne les tangentes imaginaires de la courbe, on a 
la regie suivante. De tout point exl^rieur k I'ovale, de m6me que 
de tout point interieur a la branche tricuspidale on peut, comme 
Tapprendun coup d'oeil sur la figure, mener trois tangentes r^elles 
a la courbe ; au contraire, les points r^els qui correspondent k des 
tangentes imaginaires conjugu^es de la courbe, et desquels ne part 
plus cons^quemment qu'une seule tangente r^elle k la courbe, 
occupent deux, fois I'espace entre les deux branches. Si, d'apr^s 
cela, nous supposons ces points, comme dans Telllpse, distribues 
sur deux feuilles s'^tendant sur le plan entre les deux branches de 
courbe et li^es entre elles le long de ces deux branches, elles 
fornient une sorte de surface annulairc, c'est-^-dire une surface 
qui peut ^tre transformee en un anneau ordinaire par deformation 
continue ( * )• A tout point de cette surface r^pond une valeur com- 
plexe de I'argument u et au point superpose de Tautre feuille la 
valeur imaginaire conjuguee. En particulier se trouvent aux trois 
places marquees sur \^Jig- 32 par de petits cercles les points de 
la surface qui repr^sentent les six tangentes de rebroussement qui 
sont conjugu^es imaginairement par couples, points aux quels ap- 
partiennent par suite les arguments suivants, 

O n^ — w . — w *^ — w , — ft) 1^ — ft) . 

3 ' 3 3 ' 3 3' 

car ces points sont n^cessairement situ^s sym^triquement entre 



{^\ La surface construite par nous a la m6ine composition qu'une surface annulaire 
et par consequent aussi que la surface de Rieniann qui sera utilisee pour I'etude des 
fouctions elliptiques. Or on peut geucraleraent remplacer directement cette derni^re 
par notre surface annulaire et suivre sur celle-ci les contours d'lntegration des lute- 
{^rales elliptiques; c'est, sonsbien des rapports, plus clair etplus commode. Les deux 
periodes de cette integrale prennent naissance par le fait que Ton peut adjoindre 
d'une maniere quelconque des courbes meridiennes et des courbes de latitude au 
contour d'integralion conduit entre des limites determin^cs. Du nombre relatif a la 
composition de la surface annulaire on peut d'ailleurs conclure, k la maniere de Rie- 
inann, que la courbe de troisieme classe est de genre i. Un fait analogue a lieu pour 
\ii.i courbes superieures. Voir Klein {loc, cie,). 

Clebsco. — G tome trie, U. 24 
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les couples de points zero et o H — w', -^ w el - w H — w', x w cl 

2 I , 

- Ci) + - Ci)\ 

3 2 

Sur la surface il existe deux syst^mes de courbes ayant unc 
grande importance ; nous les d^signerons par les noms de courbes 
tneridiennes et de courbes de latitude; elles sont d^finies par la 
propri^t^ que le long de leur contour la partie imaginaire et la 
partie r^elle de Targument ont respectivement une valeur constante. 
Les courbes noi^ridiennes ( suivant une observation que nous ne pou- 
vons presenter que tr^s brievement ici) seront formees par les tan- 
gentes de la branche tricuspidale, c^est-a-dire, seront d^terminecs 
sur la surface annulaire par la rencontre d'un plan raeni^ par une tan- 
gente semblable perpendiculairement au plan du tableau. Une 
courbe de cette espece est indiqu^c dans la^i^. 32, par le trait qui 

joint les points ^ o) et^wH — co'. Les courbes de latitude, sur 

lesquelles la partie imaginaire.de Targument est constante, courent 
en un sens perpendiculairement aux courbes ni^ridiennes ; a elles 
appartiennent en particulier les deux branches r^elles de la courbe 
elle-m^me, puisque sur Tovale la partie imaginaire est constain- 

ment 6gale a - («)' et qu'elle est constaroment nulle sur la branche 

tricuspidale. Un examen atlenlif apprend ensuite que deux courbes 
de latitude pour lesquelles les valeurs imaginaires constantes dif- 
ferent de - &)' forment ensemble les deux branches r^elles d'une 
2 

courbe alg^brique du genre p = i ( * ). 



(^) Cos courbes sont d'ailleurs caracterisees par ]es proprietes enoncees dans Irs 
tMorSmes suivants : 

Le rapport anharmonique des quatre points de rencontre rdeU de chaqtie courbe a*rr 
les tangentes a la branche tricuspidale de la courbe primitive est constant, Les eourhrs 
de latitude forment partie d *un sjrsthme de courbes obtenu en construisant sur cha^ue 
tangente de la courbe de troisikme classe la forme kessienne H et le faiscean «/h- / H 
relatifs a la forme binaire biquadratique f donnee par les points de rencontre de la 
tangente en question avec la courbe, 

A regard des courbes de latitude et des courbes meridiennes, nous mentioDDerons 
encore, pour fioir, la relation d'apres laquelle les deux tangentes imaginaires eonja- 
gue'es issues de chaque point de la surface annulaire sont harmoniques aitx direcuom 
tie ces courbes, Cette relation donne, au surplus, une connexion digue de remarqiii' 
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Nous allons encore trailer quelques autres probl^mes k Taide de 
r^quation (la). Nous nous proposerons d'abord une question dont 
la r^ponse nous a d6ja ^t^ donn(^e occasionnellement par le mode 
de description des courbes du troisieme ordre de Grassmann 
(p. 273) : 

Trois points dont les arguments sont a^ b, c etant donnes sur 
la courbe, on demande de mener par ces points trois droites qui 
se coupent sur la courbe, 

D^signant par u, v, sv ces trois points d'intersection, nous avons 
les trois conditions 

rt -+- P -f- It' ^ o, 

c -+- « H- r ^ o, 
iT ouy par addition, 

(VIEZH h — y 



et, finalement (en faisant P = pw -h q w'), 

a — h ^ c P 
«= 1 }- -, 

2 2 

lb) (^1= \--y 

' ' * 2 2 



c—a—b P 

w^ \ • 

\ 2 



2 



U suffil de substituer ici kp elq zero ou i, et nous obtenons 
ainsi le theor^me connu : 

// existe quatre triangles dont les somniets sont situes indiyi- 
duellement sur la courbe et dont les cdtes passent par trois points 
donnes de la courbe. 

Ensuite la comparaison des expressions (i8) et (i5) donne ce 
resultaty qui nous est ^galement d^ja connu : 

Si I' on construit, par rapport aux sommets de I'un de ces 



entre le systdme des courbes de latitude et la forme mixte Q appartenant a la courbe 
primitive. Consulter, pour plus de details sur ce snjet, Harnack, Ueber die Vcrwcr^ 
thung der elliptischen Ftmetionen fur die Geometrie der Ciirven dritten Grades {Math 
Annalen^ 1. 1\); "voir aussi ci-apr^s, p. 38 1. 

A- 
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triangles, les points correspond ants dans les trois syst ernes de 
couples de pdles J on obtient les sommets des trois autres triangles. 

On deduit facilement de Ik la cons true lion d^ja donn^e des trois 
autres triangles. Si les points a, by c sont en ligne droite, on a 

a -h 6 H- c ^ o, 
et il existe une periode 11 = 7rc«> + -W, telle que 

-{a -i- b -h c'^3-n. 

Par suite, les Equations (i8) deviennent 

p — n , P — n P— n 

2 2 2 

Parmi les quatre solutions pr^c^demment lrouv6es, il y en a. 
d'apres cela, une improprement dite (P = 11), le triangle corres- 
pondant se transformant en la ligne de jonction des trois points 
donnes (*)• 

On ne peut done inscrire a une courbe du troisieme ordre que 
trois triangles dont les cotes passent par trois points donnes en ligne 
droite sur la courbe. Leurs sommets sont les trois groupes ternaires 
qui correspondent aux points donnes comme poles conj agues dans 
les trois sjstemes. ( On peut baser sur ces triangles six descrip- 
tions de la courbe dans le systkme de Grassmann). 

Nous pouvons au surplus, k Taide de I'equation (la), ^tudierles 
polygones de Steiner (^), que nous avons deja consider^s dans les 
courbes k point double ; le th^or^me sur r^vanouissement de la 
somme d'integrales sepr^sente alors k la place de r^vanouissemeni 
de la somme des logarithmes, qui a lieu dans les courbes a point 
double [voir p. 337, ^q^^i^ion (i6), et p. 345]. 

Pour construire un polygone de Steiner, nous tracerons par un 
point fixe a de la courbe une droite quelconque qui coupera encore 



(') Voir Clebsco, Math. Annalen, t. V, p. 4q5, et pour le cas particulier oA a, *,<■ 
sont en ligne droite, Hbsbb, Journal de Crelle, i. 36. 

(•) Foir Steiner, Journal de Crelle, t. 32, p. i8a, et Clbbsch, itid,, U 63 (tVirr 
einen Satz i>o/i Steiner und einige Punkte der Theorie der Curven dritter Ordnung]. 
Cest dans ce dernier Memoire que les fonctions elliptiques ont 6te pour U premiew 
fois appliquees aux courbes du troisieme ordre. 
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celle-ci en deux points ayant pour arguments U|, 1^2; nous join- 
drons u^ a un point fixe quelconque b de la courbe par une ligne 
passant par un point u^, puis u^ k a par une droite coupant la 
courbe en u^, et ainsi de suite. On demande quelle doit Stre la 
situation de b pour qu^un poly gone ferme de 2/1 c6t^s prenne 
naissance, c'est-^-dire, pour que le an**""c6t^ passe de nouveaupar 
le point U4. Cette construction nous donne imm^diatement les 
equations de condition suivantes : 

« -H «! H- i/j ^ o, 6 -h a, -h «3 ^ «» 



U en resultCy par addition, 

/i/i 4- 2 1// £=: o, /16 -+- 2 «/ ^ o 



ou 



(20) «^6 -f- - (/}w 4- ^w'). 

Parlemoyen de cette equation, £estde(ini d'unefagon multiple 
lorsque a est donn^. Ensuite, tons les sommets du polygone 
peuvent se calculer successivement au moyen de (19), d^s que I'un 
d'eux, U| par exemple, a ^t6 choisi arbitrairement, et, par suite, 
dans r^quation (ao) se trouve la demonstration du th^or^me de 
Steiner : 

// existe un nombre injini de polygenes de :in cotes et de :in 
sommets dont les sommets sont situes sur une courbe generate du 
troisienie ordre, dont les cotes impairs se rencontrent en un point 
a de la courbe, et dont les cdtes pairs passent par un second 
point b de cette meme courbe. Si a est donne, b est determine 
d'une facon multiple; d'un autre cote, a deux points associes a 
et b {pu couple de points de Steiner repondant au nombre n)^ 
correspondent des polygenes en nombre injiniment grand, le pre- 
mier cdte [qui passe par a) etant completement arbitraire. 

Pour ce qui concerne la determination de a lorsqu^on a 6 (ou 
de b lorsqu'on a a), T^quation (ao) montre qu^elle se fait au 
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moyen de la division en n parties des fonctions elliptiques ; en effel, 
il faut, pour obtenir les coordonn^es du point a, d^duire d'apr^s (5), 

pour 6= -» Sin am I*— — J de simamp. 

Le probl^mea, comme on le sail, n^ solutions, n 6tant un nombre 
premier impair, et ces solutions peuvent se repr6senter par radi- 
caux au moyen des racines d'une seule Equation du(7H-i)'"°* 
degr^. Parmi les tz* solutions dont il s^agit, il en est une qui ne 
pent nous servir, celle oix a est ^gal a b. 

Si done n est un nombre premier, il existe n^ — i points bfor- 
mant av^ec un point donne a un couple de points de Steiner, Ces 
points se classent en « -h i groupes r^pondant aux racines de Fe- 
quation du (/i + iy*n>e Jegr^ dont il a ^t^ parl^, et cbaque groupe 
se compose de /i — i points. Des relations qui seront donn^es 
plus tard entre les differents couples de points de Steiner, on 
d^duira d'ailleurs des rapports tr^s simples entre les points d'un 
tel groupe. 

Si n n'est pas un nombre premier, il pourra arriver que les 
nombres p, q qui figurent dans I'expression 

77 w + a fa! 

6 =1 

n 

et qui peuvent prendre les valeurs o, i, 2, ... .,71 — i aient simul- 
tan^ment le m^me facteur en commun avec n, et alors la figure a 
a 71 sommets s'obtient par r^p^tition d*un polygone d'un nombre 
de c6t6s moindre (* ). On a done en g^n^ral ce th^oreme : 

ui tout point a de la courbe repondent autant de points b quit 
existe de couples de nombres pj q[<^n) riajant avec n aucun fac- 
teur commun, 

Les points d'inflexion donnent lieu a des polygones particuliere- 
ment remarquables. On reconnait en effet sur (i6) que les points 
d'inflexion forment deux k deux un couple de Steiner pour /i = 3 
et sur (ijr) que deux points de contact des tangentes issues des 
diOerents points d^inflexion forment un couple semblable pour 



( * ) Gomparez les d^veloppements correspondants dans les courbes a point double, 
p. 340. 
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n = 6. On a par consequent cet ^nonc^, dont la premiere partie a 
deja ^t^ donn6e par Steiner : 

Deux points d' inflexion peuvent etre les points d' intersection 
des cotes pairs et impairs d'un hexagone de Steiner, et deux 
points de contact des tangentes issues de deux d'entre eux peus^ent 
etre les points semblables d'un dodecagone de Steiner, 

Nous pouvons d'ailleurs obtenir de la mani^re suivante sur la 
courbe des syst^mes de points qui ramenent pour un cas special 
(/I =3) aux points d'inflexion. Nous posons la condition que, 
dans le syst^me des points b repondant k un point a, un troisi^me 
point soit situ6 sur la Hgne de jonction de deux autres. Si deux 
points semblables (i, i') sont donnas par les Equations 

a =^ u -f- J a == b -H 9 

n It 

on doit pouvoir indiquer deux nombres //, q" tels que 

a^h" -\- 

n 

et que 6-f- 6' 4- &'';= o, c*est-^-dire que 

3« ~^[(/'H-/''-+-K)« -+-(7-4-^' -+-?")«']= o, 
ou bien encore on doit avoir (/*, s etant des nombres entiers) 

Comme maintenant la premiere partie du deuxi^me membre 
est Targument d'un point d'inflexion, on a le thdoreme suivant : 

Tous les points a qui peus^ent former avec un point d'inflexion 
un couple steinerien de points repondant au nombre Zn^et ceux- 
lii seulementy possedent la propricte que les lignes joignant deux 
points qui forment avec a un couple de points repondant au 
nombre n coupent la courbe en un troisieme point constituant 
av^ec a un couple de meme nature^ 

L'^tude approfondie des syst^mes de points a, b ainsi d^finis 
qui dependent des points d'inflexion, et dont le syst^me des points 
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d'infilexion lui-m^me apparait comme le cas le plus special, oflTre 
UD grand inter^t. Ges systemes sont diff^rents suivant la nature 
des nombres 

el Yoici de quelle maniere : a satisfaisant a la relation (ai), nous 
appeilerons, pour abr^ger, point r, s un point qui forme avec a un 
couple de points r^pondant au nombre n et dont Targument est 

par consequent de la forme aH • Cela ^tant, si les 

points r, s; r', 5'; /''', 5'' dolvent etre en ligne droite, on auraneces- 
sairement 

r -\' r -\- r^^ == p^y s -h s' -\- s" ^ q^^ (oiod./i). 

Si maintenant, en premier lieu, n est divisible par Zy mais quil 
nen soit pas de meme pour po et qo, les points r^s ; r', s' ; r^^s^ ne 
peuvent jamais se confondre. Si, au contraire, n nest pas divi- 
sible par 3, on pent toujours faire, et cela d'une seule maniere, 

Sr^Pff, 3s^q(f (mod.«); 

alors un point d' inflexion appartient au sjsteme. Si enfin les 
trois nombres n, po^ q^ sont divisibles par 3, chacun des neuf 
points d^inflexion appartient au syst^me. 
Dafis le cas de n impair, les congruences 

r' -^ ir^PQ^ s' -h 2s:i=qQ (mod./i) 

ont lieu simultan^ment, de sorte qu'a tout point r', 5' correspond ud 
point r,5 et r^ciproquement. Dans cette hypothese, on pent done 
de tout point du systeme mener une tangente dont le point de 
contact appartient au systeme, et en tout point du systeme la 
tangente passe encore par un autre point de ce dernier. Si au 
contraire n est pair, k tout point r, s r^pond un point /•',/; mais, 
a rinverse, k un point /'', sf ne r^pond un point r, s que si les nom- 
bres p^ — r^, qo — /sont pairs, et alors au m^me point r^pondent 
encore les points 

n n n n 

2 22 2 

Cons^quemment, la tangente en un point quelconque du systeme 
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passe par un autre point, mals toujours quatre par le m^me, de 
sorte qu'ii n'y a que le quart des points par lesquels passent les 
tangentes d^autres points ( * ). 

LMtude des couples de points dc Steiner nous donne occasion 
de placer quelques explications g^n^rales relatives a la distribu- 
tion binaire ou correspondance qui nous est donn^e par eux sur la 
courbe. Un couple de cette nature est d^fini par la relation (20), 
c'est-i-dire par 

Si nous faisons parcourir la courbe au* point a et que nous 
cherchions le point b correspondant k chacune de ses positions, 
en attribuant aux nombres p, q des valeurs constantes d^termi- 
n^es, nous obtiendrons tous les couples imaginables qui respondent 
sur la courbe au nombre n et pour lesquels les nombres /;, q ont 
ces valeurs determin^es ; or il est clair que tous ces couples de 
points a'y V ddrivent du couple donn6 a, h en faisant varier les 
arguments d'une constante, de sorteque la condition al — V^b a — h 
reste satisfaite. Cette observation donne la construction g^om^- 
trique suivante des couples dont il s'agit. On joint les points a, i a 
un point quelconque c de la courbe, de telle sorte que cette der- 

ni^re soit rencontree par les lignes ac, be aux points V ^ a' en 

supposant 

fl'^ — [h '\- c\ b' ^ — [a ->r c]. 

II en r^sulte 

Pour enoncer d'une mani^re simple le sens de cette equation, 
nous diviserons les couples de points ( aa) en difT^rentes classes et 
nous r6unirons en une m^me classe tous ceux pour lesquels les 
nombres p, q ont les ra^mes valeurs. L'^quation (23) nous donne 
alors ce th^or^me : 

Si I' on joint un couple steinerien de points a un point quel- 
conque de la courbe, les lignes de jonction coupent la courbe en 

( * ) Foir, pour pliis dc details sur ces systemes de points, CLEBScn, loc, cit. 
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de nouveaux couples de points de la mSme classe, en sorte que 
Von obtient tous les couples de points d'une classe au mojren de 
I'un d'entre eux enfaisant mouvoir le point arbitraire sur toute 
la courbe. 

Les diff^rentes classes de points se rangent ensuite en groupes, 
en tant que Ton r^unit pour en former un groupe toutes les classes 

pour lesquelles la quantlte e= -{/?&) 4- yw') ne diflere que par 

des facteurs num^riques entiers et k I'^gard desquelles on a par 

suite 

a — ^ £= g, 28, 38, ...» [n — i)e. 

Mais il est ^ remarquer que les classes qui dans un groupe r^- 
pondent k hi et [n — /i)e ne dilftrent pas enlre elles, puisqu'elles 
se Iransforment Tune dans Tautre par simple permutation de act 

de J. Chaque groupe comprend done seulement -[n — i) classes, 

et il existe (^^4- i) groupes semblables, corr^latifs auxracines dc 
r^quation du (/i-h !)•*"•• degre dont depend la division en n par- 
ties (*). D^ailleurs dans chaque groupe, si n n'est pas un nombre 
premier, sont comprises des classes de polygones impropremenl 
dits, ainsi qu'on le conclut de considerations semblables k celles 
d^velopp^es plus haut; mais nous n^insisterons pas davantage sur 
ces cas. Nous mentionnerons seulement un th^or^me au moyen 
duquel, en tenant compte du th6or^me precedent, on pent, comme 
on le voit immediatement, deduire lineairement d'un seulcoupla 
tous les couples d'un groupe 
Si Ton a en effet les equations 

et que les points a'', b" ; al"^ V" soient d6finis par 

a-^U -\~a" z^o^ b ^a' -\- b"^ o, 

a-¥-a' -^a"'=Oy b -\- b' -^ b*"=Oy 
on a aussi 



(*) Ces (p'oupes correspondent consequcmment oiiz diverses classes nonequivi' 
lentes que Ton distingue dans nne transformation du /i'*™* degre. 
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Si done deux couples a, i ; a', b' du meme groupe sont donnes, 
et qjjCon les reunisse diagonalement, les lignes de jonction deter- 
tninent sur la courbe deux nous^eaux couples de points qui appar- 
tiennent au m^me groupe. Dans le cos seulement oil les deux 
couples sont de la mdnie classe (1iz=h!)y I'un des nous^eaux couples 
se confond avec un point de la courbe, tandis que le second ap* 
partient a une autre classe, Cette derni^re observation conduit k 
irouver au moyen de deux couples de la m^me classe les couples 
d'autres classes du meme groupe. Mais comme, d^apres le th^or^me 
pr^c^dent tous les couples d^une classe sont donnas par un seul 
couple de celle-ci, on pent en r^alite construire tous les points 
d'un groupe au moyen d'un seul couple. 

11 n'est au contraire pas possible de construire les couples de 
points de differents groupes si un couple unique est donn^. II est 
n^cessaire pour cela d'avoir deux couples 

n'appartenant pas au m^me groupe. Si on leur applique en effet 
la meme construction, on arrive a deux couples pour lesquels 

Nous avons done ce th^oreme : 

Si deux couples steincriens (a, b, t\ ci, b\ e') de differents 
groupes sont donnes, et quon joigne a h V ^ a! ab ou a a ci , b a b\ 
on obtient un troisieme couple qui appartient a un autre groupe. 
Avec deux couples donnes de groupes differents on peut en ge- 
neral construire tous les couples qui repondent a un nombre n si 

et que nip^ q ni pf, q' n^aient unfacteur commun avec n. 

On peut d^ailleurs chercher les relations entre les couples de 
points qui repondent a des nombres difKrents ; nous n^gligerons 
toutefois le d^veloppenient de ces theories pour rattacher a ce qui 
pr^cfede des recherches d'un autre caract6re, celles qui consistent 
a 6tablir la liaison des relations entre les difKrents points de la 
courbe avec d'autres figures gc^om^triques dans le plan. Si Ton 
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attribue en eflfet aux nombres p, q dans (22) des valeurs con- 
slantes, les lignes qui joignent deux points correspondants a, b 
envelopperont une courbe determin^e, et celte courbe est de la 
sixieme classe (*). A un point b correspond en eflet, en verlu 
de (22), le point a^b -i- t^ e ^tant une constante, et le troisi^mc 
point dHntersection u de laligne qui joint a et £ est d^termin^ par 

2^ -h f -h « = o. 

Les points b dont les lignes de jonction au point correspondant 
& + e passent par le m^me point u sont consequemment d^ter- 
min^s par 

/ /\ / 8-f-/* p(a-hq<a' 

24 ^= h^- —J 

^ ' 2 2 

c*est-a-dire'que leur nombre est ^gal k 4, corr^lativement aux quatre 
couples de valeurs que Ton doit attribuer k p, q; mais par u 
passent, en outre, la ligne qui' joint u (corame point 6) au point 
correspondant u+ e et la ligne qui joint u (commc point a) au 
point correspondant u — e, de sorte que nous avons en tout 
six tangentes que Ton pent mener par u. La relation (24)1 par 
comparaison avec (lo), donne en passant cette proposition : 

Si la ligne joignant le point a au point associe a -f- e passe 
par Uy les lignes qui joignent les trois points for mant av^ec a wi 
couple de pdles h leurs points correspondants passent egalement 
par u. 

Si Ton prend en particulier dans (22) 71 = 2, d'oii e=-(i> 

ou -w' ou - (w -f- &)'), deux points associ^s a, b forment un couple 

de poles et la relation entre eux devient r^ciproque ; la figure en- 
veloppe de leurs lignes de jonction n'est done plus que de la troi- 
si^me classe. Done, suivant des theorem es connus, les trois courbes 
qui prennent ainsi naissance ne sont autres que les ^ trois co^- 
leyennes respectives des trois courbes du troisi^me ordre auxquelles 
la courbe primitive appartient comme hessienne. Ainsi, parmi les 



(') Voir pour ce qui suit le Memoirc de Harnack (/oc. cit.\ dans lequel se troate 
eipliqu^ en detail ce que sont ces courbes par rapport au reel et k rimaginaire. 
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courbes de la sixieme classe qui ont etc definies un peu plus haut, 
sont comprises pour n=2 les trois cajlejennes qui correspondent 
a la courbe primitive de la maniere connue, chacune comptant 
deux fois. 

On peut, d'ailleurs, rendre ce qui pr^c6de compl^tement ind^- 
pendant des couples de points de Sleiner en consid^rant € comme 
un param^tre variant d'une maniere continue, sans avoir ^gard a 

ce qu'il se presente sous la forme -(pcjn -h qo/). A chaque valeur 

de 6 r^pond alors de la maniere indiqu^e une courbe de sixieme 
classe, et toute tangente du plan est touchee par trois courbes du 
sj'steme engendre par variation de e. Car on pent ^videmment 
combiner les trois points d'intersection d'une droite quelconque 
avec la courbe primitive de trois mani^res differentes en les asso- 
ciant deux a deux ( * ). 

Au lieu de faire usage de la relation a — i ^ e, on pent naturel- 
lement aussi associer k tout point a un point b par la condition 
a-hb^ e. ^loF's la ligne qui Joint deux points correspondants 
passe toujours par le mdme point — e ; cette esp^ce d'association 
est done essentiellement diJOT^rente de celle dont il a et^ parl^ pr^- 
c^demment. Sont particulierement int^ressants les cas ou le 
point — e est situ^ en Tun des neuf points d'inflexion. Toute droite 
passant par un point semblable est, en effet, divis^e harmonique- 
ment par la courbe et par la droite barmonique du point d'in* 
llexion dont il s'agit. L' arrangement par couples sur la courbe, 

qui est donne par la relation a -^ b =:e3 -[p(^-^ qtfif), sera done re- 
presents par une collineation dans le plan et meme par une 
transformation perspectiv^e dont le centre de collineation est situe 
en un point d' inflexion et dont I' axe de collineation coincide 
(wec la droite harmonique correspond ante (^). 



(^) Ce systdme de courbes est le mfiine (interverti seulement dans le sens dualis- 
tique)que celui qui, dans les courbes a deux branches reelles, fournit les courbes de 
latitude sur la surface annulaire (voir la note de la page 370). Nous reviendrons encore 
sur sa liaison avec le connexe Q ^ (abuy(^cau)c^lf dans le Chapitre II du tome III 
de ces I^ons. 

(') Ed dehors de ces neuf colli neations il existe neuf autres transformations de la 
courbe C, en elle-mdme, et chacune de celles-ci prend naissance par combinaison de 
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On peut enfm examiner la relation plus generate 

ma — nb ^ s 

enlre les points a et i sur la courbe. ^ tout point a correspondent 
n^ points i, et inversement^ a tout point i, /w* points a,meln ^tant 
des nombres premiers impairs. Les lignes qui joignent les points 
correspondants envelop pent id une courbe de la classe 

2(/?i^-4- mn -f- /i*), 

proposition que Ton d^montre facilcment comme la proposition 
semblablc pour le cas de m = /i = i . Mais au contraire on ne serail 
plus conduit k des courbes algebriques de ectte espece comme 
figures enveloppes si Ton relie deux points a^ b par la relation 
encore plus g^n^rale 

p d^signant une constante quelconque, Dans chacun de ccs cas 
on peut d'ailleurs repr^senter ais^ment comme fonctions elHp- 
tiques d'un param^tre les tangentes ui des enveloppes qui ont celte 
origine; il suffit de calculer au moyen de (5) les coordonn^es j*/ 
elji des points dont les arguments sont u et |9i/ + e, et de poser 
ensuite m/= [^j)i* 

Nous passons maintenant k dUmportantes generalisations de co 
qui precede, generalisations qui se rapportent aux points d'inler- 
section de Cj avec d^autres courbes quelconques. Soient d'abonl 
U|, i£2) • • . 7 !/« les arguments des six points d'intersection de C^ 
avec une conique. Supposons que les lignes joignant u^ et u*. 
Ms et 1*4, M5 et Me rencontrent encore la courbe en v^, 1^2, Vz- D'a- 
pr^s notre theor^me fondamental sur les syst6mcs de points d'in- 
tersection (p. i33), les points i^i, ^'j, ^3 sont necessairemenl 
sur une droite, car nous avons trois courbes du troisieme ordro 
qui ont huit points communs et doivent se couper en un neu- 
vieme point; ccs courbes sont : 



deux des premieres. Voir la note dc la p. iZ\. En partant des points d'inflexioD 011 
sera aussi simplemcnt conduit k la consideration de ce qu'on appellc les (rroapestcr- 
naires d'inflexion. Voir sur ce sujet Gent, Zeitschri/t do Scdloxilcb, t. XVII. 



LES COCBBES DE TllOISi£HE OBDRE 00 BE TBOiaifiXB CLASSE. 383 

I® La courbe G3 ; 

2? Les Irois Hgnes 1.2, 3-4; 5.6; 

3^ La conique et la ligne joignant sf^ et ^2* 

Par suite, en vertu de (12), existe la relation 
et de notre construction des points Ui resulte 

d'ouy par addition, 

(25) «i-h a,-|- Wj-^ tf4-MijH- ttfi^o (mod.cj, &)'). 

Par consequent, la somme des arguments des six points d' inter- 
section d'une conique avec une courbe du troisieme ordre est 
congruente a zero [dans la representation parametrique par 
nous employee). 

On pent d'ailleurs poursuivre de la mdme mani^re, et, par 
i^application continuee des th^or^mes sur les syst^mes de points 
d'intersection, on arrive a ce resultat que pour les arguments des 
points de rencontre de noire courbe C3 avec une courbe C„ existe 

Tequation 

«i -f- «j -h Wa -h . . . -h «3rt^ o. 

Mais ce resultat est aussi une consequence directe du theor^me 
deTaddition des fonctions elliptiques, telque nous Tavons ^nonce 
dans r^quation (9). 

Soit 4> = o r^quation d'une courbe du /i'*'"^ ordre, et supposons 
d'abord n^=. im. Si nous posons dans 4>, suivant (5), 

en faisant encore 

j = sinam», c=cosaniif, ii=Aam«, 

et que nous ayons ^gard k ce que 
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4> deviendra manifestement de la forme 



* = r'"-f- a,A- 



,lwi— J 



■+■ a»s 



Unt -V 



a 



3//t 



et les coefncients a/, i; de cette expression se compo.sent des coef- 
ficients de $ et du carr^ du module A*. 

Or la fonction <P doit s'annuler lorsque Ton met pour u Tun 
des arguments des 3 /z points d'intersection, c'est-a-dire pour 

Ceia donne 6m = 3/z Equations pour la determination des 
3/1 — I grandeurs aibi. Si done on pose de nouveau Si= sinanuMi, 
c,== cos am 2//, A|= Aamu/, on aura Tequation R=:o, Rd^signant 
le determinant suivant : 



R=: 






-3/1 -S«-J 

''art *s/» 



.3«-8 



J/l-5 



• • 






• * ^3«^3rt*3/i ^8/1** 3/1'* 3/* 



JjCiA, 

4 ^2 '*'* 



• • ^3/1^3.7 ^3/1 



Si d'autre part on forme, k Taidc des equations (9), (10) et (11), 
Texprcssion 

, > ±?fo) 

sin am ( « j -h «• -4- • . . 4- «3« j = 



S ^ S^ m » tS 



in 



le determinant R figure precisement dans le numerateur de cetle 
derni^re, et Ton a 

en posant, pour abr^ger, 



S = 



I ^1 

..1/»-l -3/1—3 



.3/1-2 



Sm S. . . S^ C^iX^Sm ItttA^O. 



c, \,s 



m-i 



• • • 



S7 



Jj CjA^fj 



S/{ 2 



• V ■ ■ • 



..»/*-! -8/»-3 



S/l-2 



.. A -3/1—* 
^^2^2'*! 



.3/1-* 



3/1 



Zn 



• ^zn ^in^Zn^in ^3/»^8/»*3/» 



f,r|A, 
jjCjA, 

• • • 



Maintenant on s'assure facilement (comme dans le cas dc /i = 1) 
que le determinant S ne pent pas, en general, s'evanouir par suite 
des 3/1 equations dont il a ete question plus haul, et consequera- 
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ment de (9) r^sulte 

sin am ( 1*1 -h u, -+-... -h Ws/i ) = o 
ou enfin 

{16] ifj -h «, -+- 1/3 H- . . . -h tf »«^ o (naod.w, 6j'). 

L'examen du cas de n impair s'eflectue d^une mani^re tout a 
fait semblable, comme le montre d^ja Texeinple de la droite, et il 
11' est pas n^cessaire d^entrer dans les details. On arrive ainsi k ce 
ih^oreme fondamental : 

Si I' on represente les points d'une courbe du troisieme ordre 
commejonctions elliptiques d'un argument, de telle sorte qua la 
valeur zero de l' argument corresponde un point d' inflexion, la 
somme des arguments pour les Zn points d' intersection av^ec une 
courbe du ti'^'"* ordre est toujours congruente it. zero. 

Par ce th^or^me se trouve en m^me temps confirmee la proposi- 
lion d6ja connue d'apres laquelle, pafmi les points d^intersection 
d'une courbe C3 avec une courbe C„, Tun est toujours d^ter- 
niin^par Iesautres(p. i35), carTargument de ce dernier s'exprime 
lin^airement, en vertu de (26)1 au moyen des 3/1 — i restants. 

Nous ne nous proposons plus que de faire usage de ce dernier 
iheoreme pour obtenir quelques propositions relatives aux coni- 
c|ues de contact, propositions qui nous sont d6ja connues par une 
autre voie (p. a66). 

Supposons d'abord qu'une conique doive toucher C^* aux 

irois points i/|, UijU^] deux points d'intersection se confondent, 

vi nous avons 

a(w,-+- tti-^ WjJ^o 

ou 

L'hypo these /?=o, 7 = 0, donne la condition que les trois 
points soient situ^s sur une l!gne droite, cette derni^re pouvant 
on effet, si on la compte deux fois, ^tre consid^r^e comme une 
conique tangente. // existe done seulement trois systemes de co- 
niques de contact proprement dites, systemes se distinguant par la 
circonstance quentre les arguments de leurs trois points de con- 

Glebsch. — G^m^trie, II. ^5 
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tact existent respectis^ement les equations 



f I . I 



(28) Wi+i/j-f-ttj^-w, w,-f-ttj4-a5^-&)', tt J -h «8 -4- «j^-(«-h to' 



A Taide de ces relations on v^rifie encore ais^ment, en tenant 
compte de (i5), la construction obtenue plus haul pour le troi- 
si^me point de contact, si les deux autres sont donnas. Si Ton fail 
passer par 1/4, u^, 1/3 une autre conique rencontrant encore la 
courbe Cj en ^j, s^^y ^3> on a 

«i -+- "« H- «8 "»- *'i H- »•« H- <'3^ o, 
d'ou, k cause de (28), 

2 2 2 ' 

et de 1^ r^sulte la proposition suivante qui a Hesse pour auteur : 

Si Von fait passer par les trois points de contact dUine conique 
une nouvelle conique, celle-ci coupe encore la courbe en trois points 
qui sont les points de contact d ^une autre conique appartenant an 
tnenie systenie. 

Si la conique doit avoir en deux points distincts [ui et Uj ) un 
contact du second ordre, on aura 

3 («!-+- «j ) =^ o 

ou 

«!+ l/j^ -(/?W -h ^W ). 

Les deux points de contact sont done, d'apres (16), constam- 
ment en ligne droite a^^ec un point d' inflexion. 

Nous mentionnerons encore comme dernier exemple ia de- 
termination des quatre points (i^i 1/27 ^3? ''«) ^6 la courbe qui 
sont les opposes du point u (p. 269). En prenant ii|, 1*2, Uj, «i 
comme points de base d'un faisceau de coniques dont les courbes 
individuelles coupent encore C3 aux points mobiles Us, Ut, on a 

ttg-h WgE= — ("1+ Ui-h ttj-h 1/4^ 
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Si done on pose v^^^Ut-^ u^-h u^-^- «*, on a toujours Tiqua- 
tion 

ttj -h l/fi -h P H= o, 

c'est-^-dire que les lignes de jonction des points d'interseetion 
mobiles passent toutes par le m^me point dont Targument est (^. 
Toutes les recherches relatives aux syst^mes de points d'intersec- 
tion, et par suite, en particulier, le tli^or^me du reste, peuvent 
ctre efleclu^es de la meme mani^re; mais nous insislerons d^autant 
inoins sur ce sujet que les ddveloppements correspondants dans 
les courbes d'ordre sup^rieur nous occuperont encore. Faisons 
seulement observer que les propositions sur les polygones de 
Steincr admettent une generalisation facile si Ton remplace les 
lignes droites par des courbes du /i**"* ordre qui coupent la 
courbe C3 en trois points mobiles et ont cons^quemment 3/z — 3 in- 
tersections fixes avec elle. On pent done, en particulier, au lieu 
des c6tes de polygones, choisir, comme Fa d^j^ fait Steiner, des 
coniques passant par trois points fixes de la courbe. 

Nous av^ons rattache plus haul, pour plus de simplicite, I'intro- 
duction des fonctions elliptiques dans la theorie d'une courbe du 
troisienie ordre a une forme canonique de V equation de cette der~ 
niere; il y a, d'ailleurs, raoyen d'effectuer aussi les calculs ind^- 
pendamment du syst^me de coordonn^es employ^, comme nous le 
verrons encore plus tard(*). Nous allons d'abord signaler bri6- 
vement la marche des d^veloppements qui y conduisent. 

Nous placons le triangle des coordonn^es de telle sorle que le 
sommet (xi==o, x-^^-o) se trouvc sur la courbe, ce qui suppose la 
connaissance d'un point quelconque de celle-ci (etnon plus d*un 
point d'inflexion). L^equation de la courbe se presente alors sous 
la forme 

?3' 4'2> X* ^tant des fonctions homog^nes en j',, x* de Tordre de 
leur indice. Nous chercherons les coordonnees des points d'inter- 
bection d'un rayon du faisceau Ixt — x^= o avec la courbe. Si, 
d'apr^s cela, nous faisons 0:2= Xxi dans 93, ^j, y^u et que nous 



(*) foir la Section suivaato do ce Cliapilre. 
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n^gligions les indices, notre Equation se transforme en 
et il vient par consequent 



ouy en d^signant par p un facteur arbitraire, 

(29) { p^2=2>X, 



px3= — ^dzs/^^^/irX' 

Si Ton transforme maintenant la courbe par le choix d^un 
autre triangle quelconque de coordonn^es, les nouvellcs coordon- 
n^es seront des fonctions lineaires de oTi , :r2,a:s, et, par consequent, 
les coordonn6es d'un point de la courbe seront des combinaisons 
lineaires des expressions qui figurent dans les seconds membres 
des Equations (ag). Ces coordonnees sont done, en general, des 
fonctions entieres du second degre d'un parametre X, augmen- 
tees de la racine carree d 'une expression du quatrieme degre. En 
d^signant cette derni^re par M et les fonctions entieres precitees 
par G|, G2, G3, il vient pour un point x de la courbe 

(3o) p-a^/= G/± «/V^, 

les quantit^s a,- etant des cons tan tes. La fonction M est la meme 
dans les trois expressions, et ce fait r^sulte de ce que la condilion 
i/^= o ne doit conduire qu'^ une Equation du troisi^me degre, 
circonstance qui n'aurait pas lieu dans le cas contraire. Nous obte- 
nons posilivement aussi au moyen de (3o) T^quation du qua- 
trieme degre 

les equations (3o) representeront done, si G|, G2, G3 et M sont 
independants les uns des autres, une courbe du quatrieme ordre ( ' ) 



(*) Cette courbe a d'ail]eurs deux points doubles, com me nous le verrons plustard. 
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qui ne se r^duil k une courbe du troisi^me ordre (par separation 
d'une droite passant par le sommet du faisceau de rayons ci-dessus) 
que si I'equation du quatri^me degr^ en question admet une solu- 
tion ind^pendante des quantit^s i/|. Or, par suite des Equations ( 29), 
tel est ici le cas, car, si nous y faisons ^ = o et que nous prenions 
le signe du radical positif, les quantit^s Xi deviennent indetermi- 
n^es et les coefficients des quantit^s u/ dans Ux s^^vanouissent 
identiquement. 
Pour introduire actuellement les fonctions elliptiques, imagi- 

nons qu^on ait mis k la place de X un nouveau param^tre jr 

et qu'on ait determine les constantes a, j3, y, 3 de telle sorte que 
la fonction M, abstraction faite d'un facte ur constant, se transforme 

en A(i — X)(i — k^X). Alors X = o, X = oo, X = i, X = — sont 

les quatre racines de M = o ; autrement dit dans le faisceau de 
rayons a:^ — Xxi = o on a choisi pour les rayons oti = o et X2=5 o 
deux tangentes menses du sommet du faisceau k la courbe , car 
aux valeurs X = o et X = 00 correspond par Tinterm^diaire de ( 29) 
ou(3o) chaque fois un seal point de la courbe. Cela pos^, soit 
main tenant 



y^X = sInam//y y/i — / = cosami/, ^1 — A'-' ). = A am w, 
de telle sorte que les equations (3o) se transforment en 

[ii] p^i= yi(sm*amii) -h p/ j 

les quantit^s |3/ ^tant des constantes et les quantit^s 9/ des fonc- 
tions rationnellcs enti^res de leur argument, tandis que Targument 
qui appartient k un point x est lui-meme defini par 

(3.) --■f^ -^ -f "f 



Dans les Equations (3i) a en m^me temps disparu le caract^re 
arbitraire qui existait auparavant dans le double signe du radical ; 
les deux points places sur le m^me rayon du faisceau x, — Xxi= o 
sont actuellement distinguds par les arguments u et — u. 
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En parlant des equations (3i), on demonire maintenant de la 
mani^re la plus simple V identite des theoretnes precedents relatifs 
aux systemes de points d* intersection sur une courbe du troi- 
sieme ordre avec le theoreme de l^ addition des fonctions ellip- 
tiques, en introduisant au lieu des fonctions s, c, A les fonclions 
appel^es H et en utilisant k regard de ces derni^res un th^or^me 
dont le th^or^me d'addilion pr^c^demment employ6 peut ^tre 
d^duit comme cas particulier. Pour le premier objet on se sort 
d'un th^or^me tir^ de la th^orie de ces fonctions et qui a 6le donne 
par M. Hermite (*) : 

Toute fonction doublement periodique de la forme 

oii¥ et f sont respectivement des fonctions entieres des degrcs n 
et n — a en s^j peut se representer comme le quotient d'un pro- 
duit de fonctions H divise par une puissance d' une fonction 6, 
ety pour preciser, on a 

C etant une constante et ai, oto,- » ., oi2n les "valeurs racines de 
V argument pour la fonction qui figure dans le premier membre, 
Entre ces dernieres existe toujours la relation 

Nous aurions pu naturellement d^j^, dans notre representation 
pr^c^dente, ^viter enli^rement Tintroduction de5,cA et uliliser 
directement les fonctions H, ce qui ^pargnerait le calcul de 

sinam(//iH- «j-h. . .4- u^,i)\ 

neanmoins, dans les cas les plus simples, le calcul avec les fonc- 
tion susuelles s,c,^ est plus abr^g^. 

Sous le benefice de la proposition ^nonc^e, nous obtenons au 
lieu des Equations (3i), si nous ^crivons p au lieu de p0*(m), des 



( ' ) Foir HcRMiTE, he. cit. 
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formules de Tesp^ce suivante : 

/)Xy=C/H(«-5/)H(tt-u/)H(ii-?,)H(«-'^/)^ 
avec 

Ici trois des grandeurs ^/, r//, ^/, 5^/, nous pouvons dire les trois 
premieres, sont les valeurs de Targument u pour les points de ren- 
contre de lalignex/=o avec la courbe primitive. Mais, d'apr^s 
nos d^veloppements pr^c^dents, il doit y avoir une valeur de u 
pour laquelle les trois grandeurs pjCi deviennent ind^termin^es, 
et pour cette raison nous pouvons poser 

Faisantaussi entrerle facteur H(u — B-) dans p, il vient 

(33) pj-, = C/H(ii-5,JH(«->:,)H(«-?/), 

avec 

5i -+- Il -+- :,= 5,-+- 13, -f- ?,= 53-f- i;j-+- ?3= — ^. 
Or, par une transformation lin^aire de Fargument 

nous pouvons toujours obtenir que dans le dernier membre de 
ces relations figure z^ro au lieu de — ^, car alors les valeurs 
racines des quantit^s xi sont donn^es par les valeurs 

et Ton a encore, d'apr^s le th^or^me de M . Hermite, 

(35) f. -+- ^; -+-?;.= o. 

Nous avons maintenant a consid^rer les points de rencontre de 
la courbe du troisi^me ordre avec une courbe d'ordre n 

Si nous introduisons dans $, au moyen des Equations (33), 
les fonctions H, nous ob tenons une expression qui, multipli^e 
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— —Y-, — r-^ I 9 devient une fonction doublement periodique 
parce que, d'apr^s (33), tout produit px/ se transforme par multi> 
plication par — — r— en une fonction semblable, et cette fonc- 
tion doublement periodique a les 3/2 valeurs racines 

qui correspondent aux 3/i points d'intersection de 4> == o avec la 
courbe primitive, et une valeur racine w=5d'ordrede multipli- 
city rif laquelle correspond au facteur [li{u — •^)]". Si done nous 
appliquons de nouveau le theor^me de M. Hermite, $ doit pouvoir 
se repr^senter sous la forme suivante : 

avec 

La derni^re relation apparait encore, comme dans F^quation (35)^ 
sous la forme 

(37) ^'l^-^'iH-. . .-M'jnSO, 

si au moyen de ( 34) nous introduisons un nouvel argument (^ a la 
place de u. II est d'ailleurs facile de voir que la realisation ef- 
fecti{fe de cette derniere transformation, c* est-ii-dire la determi- 
nation des constantes 5, revient it la determination d'un point 
d' inflexion de la courbe primitive. Pour les points de rencontre 
d'une droite quelconque avec cette derniere, il risulte en effel 

de (36) 

«i-h i/j-f- 113^ — ^j 

et de Ikf pour un point d^inflexion u, 

3«^ — S^ ou «=— -5-+--P, 

o 6 

P d^signant une combinaison lin^aire des multiples des p^riodes. 
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Les arguments des points d'inflexion sont done eonnus lorsque 
I'on eonnait la valeur des constantes 3. On reconnait en m^me 
temps que par la transformation ( 34 ) est assignee k un point 
d'inflexion la valeur d'argument (^ ^ o, ce qui concorde avec nos 
fixations pr^e^dentes relativement k T usage de la forme cano* 
nique (p. 364). Nous verrons plus tard comment on pent deter- 
miner en fait les grandeurs 3- dans leur d^pendance des coeilGcients 
de r^quation de la courbe primitive et du sommet du faisceau de 
rayons employ^ dans la representation param^trique ( * ). 

Nous sommes ainsi, ind^pendamment de toute forme canonique, 
conduits au th^or^me suivant : 

Les coordonnees des points d'une courbe du troisihme ordre 
sans point double peui^ent se representer comme fonctions ellip- 
tiques d'un argument, et alors la somme des arguments de ses 
points d' intersection ai^ec une autre courbe quelconque est con- 
gruente h zero si I' on suppose qua V argument nul corresponde 
un point d^ inflexion, 

Dans ce theor^me se trouve ^nonc^e une propriety des courbes 
du troisi^me ordre qui appartient ^galement k toutes les courbes 
du genre p = i, ainsi que nous Tapprendront ulteHeurement des 
recherches plus g^n^rales. Nous reconnailrons aussi plus loin que 
toute courbe du genre p = i pent ^tre transform^e uni-determi- 
nativetient en une courbe du troisi^me ordre par des substitutions 
alg^briques. 

YIII. — La representation typiqae d'ime forme temaire cnbique et la 
representation parametriqne generale de la conrbe dn troisieme ordre. 

La realisation la plus generale de la representation parametrique 
de la courbe du troisieme ordre, representation qui n'a pas ete 
executee d'une mani^re effective dans ce qui precede, exige des 
recherches speciales relatives aux formes cubiques ternaires; nous 
ne devons d'ailleurs donner ces recherches que dans la mesure 
necessaire pour Tetablissement des formules finales. Nous ne 
pouvons eviter ici quelques calculs un peu prolixes, que nous 



(*) Foir la fin de la Seclion suivante, p. '119 et suiv. 
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placerons ensemble pour commencer et qui out pour but d^arriver 
a ce qu'on appelle la representation tvpique de la forme temaire 
fondamentaley= a' ; sous leb^n^nce desformules a ^tablir, Tin- 
troduction des fonctions elllptiques s^eiTectuera d^aiileurs tr^s-sim- 
piement. 

Nous revenons d^abord a T^tude de la forme mixte 

(i) N=(flaw)aiaJ = Ni«,„ 

dans laquelle nous avons prec6demment reconnu un combinant du 
systeme x/*+ ^^- On voit imm^diatement, en tenant compte de 
r^quation (22) (p. 290), que Ton a la relation suivante, dont nous 
devons nous servir incessamment, 

(a) (^N^ro, 

si par la lettre i on d^signe encore le proced^ connu d^fini par 
$y*= A (p. ^89). Mais Tequation (2) est aussi la consequence de 
la proposition generale suivant laquelle pour tout combinant TI 
on a identiquement dW = o. Un combinant 11 est en eflet defini 
par la condition 

(3) n[xaH->«) = Mn(a). 

Or, en ordonnant suivant les puissances de x, X, on a 

(4) M=:Mox^-l-Mix^-U4-..., 

ce qui donne d'abord, pour X = o, x = i, 

(5) n(fl)=Mon(a), 

d'oili Mq^ I . Mais, si Ton egale dans les deux membres ies coeffi- 
cients de x'"* X, on obtient, d'apr^s le theor^me de Taylor, 



1 



-, — a/*A = Mjn(a) ou ^n = M,n. 



Maintenanty dTi n'est que de deux unites plus elev(S que 11 par rap- 
port aux coefllcients deyj M| serait, par suite, un invariant de^ du 
second degr^ par rapport aux quantit^s a. Mais une telle fonction 
n'existe pas (p. 282); on a done Mf == o, et cons^quemment 
aussi dll = o. La r^ciproque du theorime est vraie, c'est-a-dire 
qu^on a ^galement la proposition suivante : 
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Toute forme 11 pour laquelle la forme SH s^e^anouit est wi 
combinant. 

Si Ton a en efiet HI = o, la formation correspondante (dn)«x> 
c'est-a-dire la forme SW 6tablie pour x/-4- XA au lieu de f^ sera 
pareillement ^gale k z^ro. Or on a (p. 3oi) 

d'ou, pour n«x, r^qualion aux d^riv^es partielles 

do dn^x __ dG du^ _ 
dx ()a d> dz 

Cette derni^re, int^gr^e, donne 

(6) n,, = F(G), 

F d^signant une fonction arbitraire. Mais, comme Tl^-k est une fonc- 
lion homogene rationnelle et enti^re de /., X, on ne peut avoir 
que n,x= CGP, p 6tant un nombre enlier et G une quantity ind^- 
pendante de x, X. Si maintenant on pose x = i, X = o, il vient 
G = I, d'ou C = n. L'^quation (6) se transforme done en 

(7) n.,= Gen, 

c'est-a-dire que 11 est un combinant, ce qu^l fallait d^montrer. On 
reconnait en m^me temps que le facteur M dans [i) est toujours 
line puissance de l' expression 

La circonstance que dans le d^veloppement (4) '^ second terme 
doit manquer est ici confirmee par le fait que le second terme 
manque anssi dans G, et par consequent dans toute puissance 
de G. 

Actuellementy consid^rons conjointement avecNles deux formes 
mixtes suivantes, qui sont 6galement du quatri^me ordre et de la 
premiere classe : 

(L=*„Ni6,(6N«)=:L>„ 

^ ' I M = .S„NJ^^(|3N«)=M»«„.. 
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En verlu de (a) et en verlu de T^galit^ dA = -S/*, ces fonctions 
sont li^es entre elles de telle fagon que 

(9) (^L^M, (JM=-SL. 

Exprimons maintenant L et M par les symboles de y*et A. On 
lire L de 

en remplagant i^ les quantites j^ par les determinants des quan- 
tit^s u et bj 2? u par by puis en multipliant par bx \ on a ainsi 

Des deux parties du second membre, la premiere revient k la 
seconde si Ton permute a, b et qu*on prenne la demi-somme de 
Tancienne expression et de la nouvelle. On a alors 

= - {aab)a;;,(ij,b^[{bau)cLx— {acLb)u^], 
= -[abz]{abu)ulajtbx— — UxSf, 

car, d'apr^s ce qui a 6l^ dit [p. ago), on a 

Si Ton porte ce rdsultat dans I'expression pr^c^dente dc L, il vient 

3 I 

(10) la = y{abu] {nbu)a^b^Gcl ^ -^S/u^. 

On a ^galement 
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maisy si Ton proc^de a regard du second ternie comme on I'a fail 
plus haul vis-^-vis du premier de L, on aura 

Le facteur de - it^ est la quantity d^sign^e par A2 dans le d^- 
veloppement de A,i (p. 298) et a cons^quemment la valeur 
X Tf — g S A; si Ton porle le lout dans Texpression de M, il vienl 

II est n^cessaire de calculer d^abord, au moyen des formes y, A, 
Ly My N, certaines formations simultan^es qui donnent lieu k dif- 
ferents groupes d^^quations. Pour abr^ger, nous d^signerons k 
Foccasion les formes mixtes par une simple lellre minuscule, c^esl- 
a-dire que nous n^gligerons les facteurs symboliques L* , M*, NJ: 
et que nous ^crirons 

Ui au lieu de L^ u/ , u,^ au lieu de M^ u,n , «,^ au lieu de N^ u,^ ; 

les grandeurs /, m, n sonl alors des quantil^s eflfeclives, el Ton a 

(JL dM d^ 

dui OUi OUi 

Les formations k calculer sonl les suivanles ( ' ) : 

I- «l^/» «i«/> «i^/;o «x«/«» «i«/«i «i«/i; 

n. Oj^a) , ec^a/, «x«m» ^x^\^ «x«* > <^x<^\\ 

in. Ox^/^m^ ^x^m^.n ^jr^.*^/. ^jc^t^m* «-r«/««;ii «ar«.t^/; 

IV. (//w.r), (/w/i.r), (''^•'•)» (//w/?). 



(») f^oir, 8ur ce qui suit, Clebscu et Gorda:*, Math, Jnnalen, t. I, p. 5G et suiv. 
C'est dans ce travail que les formes mixtes L et M ont ete introduites pour la pre- 
miere fois, et que les formules relatives & la represeotation typique ont ete etablies. 
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Pourle systeme I nous avons, d'apr^s (lo) el (ii), 
7^7/ = T(«^7)(«^«)«x*a:ai7i— ^SA/, 



,2) 



^>/« 



3 



^ (al3fl)(aSc]a,?,aJci -h -/(aT/- SA), 



f 



7J7/n=-^(«?«);a?7)«xMi7iH-^A(2T/-SA). 

Les premiers termes des seconds membres, dans la deuxieme el 
la troisidme Equation, sont pr^cis^ment les formes ddsign^es pr^- 
c^demment par cp, cf'^ (p. 3 19) et peuvent en consequence s'ex- 
primer par^*, A et le combinant tj;. Le premier terme du second 
membre de la premiere Equation est, par suite de la permutabilitc 
de ttf by Cf 6gal k 



ou 



^ [abcrOj.bj.c^al^jX'^. 

On trouve de m^me que le premier terme du second membre do 
la derniere Equation est, a cause dc la permutabilite de a, |3, y, 

egai a — J A,/, As devant ( p. 299 ) 6tre fail ^gal k — S-f — 5 T A. 
Les equations (12) se transforment done en les suivantes : 



a' 



^a, =-4. T/»4- — SA/, 



•^ 12 " 12 

Les expressions qui figurenl mainlenanl dans les seconds 
inembres peuvenl s'ex primer Ir^s-simplcmenl en fonclion des so- 
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condes d^riv^es partielles de la forme binairebiquadratiqueG(xyX), 
si Ton y pose x = A, X = — yet qu'on ait 6gard aux valeurs de 
Gil, Git » G,2 donates page 3oi. Si done on pose, pour abr^ger, 

(i3) rr=G(A,-/), r/=:G,(A,-/;, ra = G//,(A,-/), 

et qu^on ait egard aux Equations ^videntes a^a^i = o, o^^ct;, ^ o, on 
a, pour les formations designees sous le n^ I, les valeurs 



oUi — 



;'4; 



^x^m 



^>/i 



?''"• 
^^^" 



•^ 



«'«/ 



«i-«/« 



I 

4 



•I. 



= O, 



fit ol« 



= O. 



Nous passons a Texamen des formations II. On a ^videmment 



Oj^al = llfikfiinf, =z 



f\\ f\\ /l3 f\ ^I 

/ll fl\ /j3 f\ ^\ 

/al fzi Jii Ji ^3 

/l ft A o o 

Ai A. An O O 



ou, si Ton ckasse les quantitesy}. 



Jtl ft\ fiZ 

f\\ fit Jzz 
GOO 



A, -- 



o 
o 
o 
J- 

A 



"1 
A, 

^3 

A 

o 






el, si Ton exprime de nouveau y en if, A,/ (p. 32o), 






(.5) 



6 



H-h- 



iT/. + iSA/ 



I 

6'" 



1 



I-Pf, 



Fi tenant encore deflni par (i3). En appliquant a cctte Equation le 
proc^de i et en observant que Ton a, en vertu d'une proposition 



4oO TOMB II. — CBAPITIIB II. 

pr6c6denle siir les combinants (p. 394)7 dN = o et (^v];= o, on 
Irouve 

{16) »xaj= ""S^* "3^"^* 

Dans le calcul de axajf ^xa?, ^*^7«i ^x^t^^, on trouve en m^mc 
temps les formes a^aiamf et cela au moyen de calculs symboliques 
tr^s-simples. On a, d'apr^s (10) et d'apr^s (4o) (p. 299)9 

(17) a^aj = jibca] [bca]a^b^Cj.ix%ai — j ^lola,. 

Si nous permutons, dans le premier terme du second membre, 
ies symboles a, c ou a, b, et que nous ^crivions, au lieu de ce terme, 
le tiers de la somme des expressions ainsi obtenues, il vient, a la 
place de 3 (6c a) a/, la reunion de termes 

[bca)af — [aca]bf — [baa]c/z= [abc]a/ , 
et Ton a par suite, d^apr^s (14)9 

(18) a^nf = — ' Aj; - -^ AiT,, -f- -^ Ar„. 

Si Ton ^change ensuite dans (17) les leltres grecques avee les 
lettres latines, / se transforme en — m, Aj en ^s, /* en A, et Ton a 
en consequence 

' 3 , I 

I <^x<^m = — T (P7«) (?7a)aarPx7ar«i«/» -^ 7 ^l^l^m 
('9) . = — vA3«i«/«-^T Ajaia/nt 

On tire imm^diatement de (17 ) axata„i en rempla^ant dans le 
second membre / par m ; on trouve alors 

I f 
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Si Ton remplace au contraire, dans (19 )> une fois m par l, on 
trouve 

(21) { III 

Pour irouver enfin a^aj^^ olxOl^^ on soumet axa'j, olxO^]^ *^ pro- 
cede d^, et Ton obtient ainsi les fonctions cherch^es en m^me temps 
que les fonctions connues ajcaiamy oLx^iio^m' On a d^ailleurs k faire 
usage des formules suivantes, qui ont ^t^ 6tabiies pr^c^demment 
(p. 289 et suiv.) : 

^/i=A, ,jA=i3Air=is/, <yA,= 2Aj-f.iSA, (^Aj^Aa-h SAi, 

1 1 

3 

On trouve alors en premier lieu 

= 2r„, 



^r^^cT^A'-is/') 
d'ou, en vertu de (9), 



fit 



= - 1 SA,,}, - ~ SA,r„ - ^ A,sr„+ ^ SA.r„. 

Nous iatroduirons dans ces formules les formes A/ (p. 299) au 
lieu des quantil^s Tn au moyen des Equations 

r,,= ii'-/A,. r„=AA,-/A,, r„ = AA,— /A,; 

Clebsch. — Geometrie, II. 20 
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les formules pr^cit^es donnent alors, a cause de (ao) et (21), les 
deux formations cherch^es sous la forme 

a^«7 = - ^ A^^ -f. -g/(A3A - A, A.) + _ a(a; - AA,), 

(^^> ^ . I 3 

«^«J, = -^-A,+ -f--gA(A3A-AjA,)-h-^/(A*-.A,A,\ 

Cos formes peuvent s'^crire d'une mani^re plus abr^g^e si ron 
introduit encore les secondes d^riv^es partielles de S,x par rapport 
^ X et ), divis^es par 12, et les troisi^mes d^rivees de G(x, X), divi- 
sdes par 24 > pour y. = A^ X= — /, c'est-a-dire les expressions 

(24) S„r=6(Aj-AA,). S,, = 3(A,A,-AA3), S„= 6; AJ - A^ A,\ 

(•25) rH, = A, ri,5=:A,, r,„=Aj, r^j^A,. 

On obtient alors^ sous le benefice des Equations (i5), (16), (18; 
et (19), pour les formes citees plus haul sous le n^ II y les repre- 
sentations suivantes : 

(26) ( ^ 4 9« 



a,, a 



'/ = -7riii+-7^S,,/+^SnA. 



^^-/--^-i..r ^8^"-' ' 32 



Nous avons d^ja trouv6 dans les Equations (20) et (21) deux 
des formations d^sign^es sous le n^ III. Parmi les quatre autres, 
on determine d^abord a^a,,^/ en remplagant dans (10) les <// par 
les Ci et en multipliant par Cx(caoL)a\a'^ = CxCn* Par la, L se 
transforme en axanat] Fexpression (caa )Cpa^a^. provenantde u^ 
s^annule et [abu)[aboiL) a^hx^tl. se transforme en 

:='^{abc)a,b,c,dW.Pi[[^hx) [cdp] - [cba] [adp] - [acoL\[bdp ] 
= \[abcYn^b^c^[aLd^)aiPl.dlz=o, 
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et Ton a en consequence la formule 

{27) U^a„fl/i=0, 

(I'ou, par application r^it^r^e du proc6d6 d suivant (9), 

Enfin les expressions oLxCLnO^i et axa^amj qui d'apr^s (28) sont 
egales et de signes contraires, s^obtiennent par la consideration de 
la premiere polaire form6e dey'=: f'* (p. Sig) : 

(3o) I -4-2(3^a*^^^A^.fl^+!iPx«xa/^i«x] 

= A4- A'4- 2B-I-2B'. 

Le sens des grandeurs A, A', B, B' sera par 1^ facile k aperce^ 
voir. Actuellement, en vertu de la permutabilite de a, j3, on trouve 

( K=^^a,.blc.,p,[a^p)[[apb]ax-[aab)p^] 

( =-ayblaxPA^oLp)[[<ipb)a^-- [aap)b^] 

ouy en transformant la premiere partie d'apr^s (11) et ayant ^gard 

a ce que le facteur de h\ =y dans le second terme ne varie pas si 

Ton permute les a:, j^ pour (A,)' == A2 (ce qu'on d^montre faci- 

lement), 

211 



Le terme A', dans (3o), derive de A par permutation des a, h 
avec les p, a ;y s'^change alors avec A, A2 avec Aj, M avec — L 
ct Ton a par suite 



9. 



A'=: ^a/a^aj.-+- g A^aia,. ^ - ( A,)i(Ai),. A. 

Pour I'expression B nous trouvons^ par permutation de a, j3, 






26 
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Ici la premiere partie est ^gale k la premiere partie de A dans 
(3i)y car elle se r^duil k cette derni^re par permutation de a avec 

by tandis que la seconde partie de B est egale a A^blb^. II 

vient done 

_ 2 I , 

B = — - am a^tty — - Ajflja^ . 

Si Ton imagine que dans cette expression les a, h aient ^t^ de 
nouveau permutes avec les |3y a, on obtient 

, 2 I , 

— 3 "' ^^^^ ~ 3 ^* "x«r • 

En portant finalement dans (3o) les valeurs trouvees pour A, A', 
B, B' et exprimant encore ^j , t^^ P^^/> ^i ^^ ^^^^ 

Que Ton exprime encore (j>' par ^ (p. 3 19), le terme multiplie 
par T disparait aussi et il reste 

(32) 2^'^^y==ama^ny^ ctiO^x^^x' 

De cette formule r^sulte enfin, si Ton posej^,- =: ni = (aaj/Oj-a* 
et que Ton ait 6gard k la definition du combinant Q donnee 
pages 3i5 et 3 16 

(33) ia = a^aman— (^x<=^n<^i' 

Sous le benefice de (ao), (21), (24), (^5), (27), (28), (29), on 
trouve done pour les formes designees sous le n^ III le systeme 
suivant d' equations : 

(34) / ^x^l^m — ~7^1"+~^^«2'^"*"7g^««^» 

a^anOi =0, a;ca;,a/=— a. 
A present, le calcul des formes designees sous le n** IV (p. 397 1 
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marche tres simplement. De ( i o ) r^sulte d^abord 



4o5 



3 3 

En remplagant ici les j^/ par /i, et m/ respeclivement on trouve, 
d'apr^s (a6) et (34), 



:35) 



/ 2 _ 

f (//MX =-<ij.a„,a„=--n, 



et de la premiere de ces Equations r^sulte, par application du pro- 



(36) 



( 






-vrj-l'A. 



Pour le calcul de [Imn) nous ferons usage de Tidentit^ 
[lmn]uj.=z [lmx)un-h [mnx)uf-h [lxn]u,n 

nNH-|(riM — r,L) -h>K/M— al). 



2 



On a maintenant, d'apr^s (35) et (i4)> 



-ON =r [Imx] [aaLu]a^a\ 



(37) 



1/ 



L 

A a»a/ 



M 






II. 



M 



/ ;r 



I 

4 



7M1 7^11+'!' 



I I 



4'" 

= "' ('^*~^^*--^) ~ \ ^'''** "" r.L) - + {M/-LA), 
car on a, d'apr^s I'^quation (49) (p. 802), 



(38) 



S4,_/=-6(r„r„-r;,) 

= SA» — 4T4»/+S'4'/'— |sTA/' + 



^T«-^S»)/». 
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Si Ton porte la valeur trouvee pour 12 N dans T^quation donnee 
pour (^lmn)uxj il ne reste plus dans le second membre que des 
termes multiplies par tixy de sorte qu'on trouve directement (Imn). 
En y adjoignant les Equations (35) el (36), on a, pour les quatre 
determinants Jo nctionnels formes at^ec les quatre formes mixtes 
lineaires L, M, N, Ux, les valeur s suwantes, 

(39) 1 

S^^^f etant defini par (38). Nous aurons, par la, calculi toules 
les formations simultan^es de^, A, L, M, N n^cessaires pour cc 
qui suit. 

Les formules d^velopp^es ici donnent encore un resultat remar- 
quable dont nous ferons plusieurs fois usage ( * ) ct que pour cette 
raison nous allons imm^diatement ^tablir. En posant dans (32) 
Yi= It ou j-t' = mi et en appliquant les Equations (26) et (34)? on 
obtient 

Si, St d^signant les d^riy^es partielles divisees par 4 de S,xpour 
x = A, X= — f. Si Ton pose maintenant, dans I'^quation (37), 
m = ^x^ij celle-ci se transforme en 

a'= 5 + (+' -^ s,._^) - g rA>n(Ti + U/) + g-W^/(r. + 4-^A' 

On pent enfin ici introduire encore Targument T,x pris pour 

■<t = A, X = — f^ car on a (p. 3o2) 

(40 TA,_^=:r,S,-r,S,. 

On reconnait ainsi que le carre de la forme H ( cest-a^dire le 



(* ) Voir aussi la Section^du Tome III 8ur les integrales algebriques qui appartienneot 
k une courbe. 
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determinant Jonctionnel de fy A, et v{/ divise par 54) peut s' ex- 
primer par les formes /, A, i|; elles^memes, et cela au moyen de 
V equation ( ' ) 

42) 24»n* = 384^' — I2^Sa,_;-h- :2Ta,_/, 

OIL S^^_y et T^^ _/ sont dejinis respectivemcnt par (38) ef (41). 

Actuellement, aux formes mixtes L, M et Ux nous joindrons 
une nouvelle forme mixie de la premiere classe et da septieme 
ordre qui a la propri^t6 combinante, savoir 

(43) K = LA — /M-h 2^a^ = tt*Ki. 

On a eneffet, en vertu de (9), 5R = o, ce qui, d'apr^s les consi- 
derations pr^sent^es plus haut, caracterise K comme combinant {*). 
Pour ces nouvelles formes mixtes, nous avons encore, en vertu de 
ce qui va suivre, i calculer les formations 

^J«Ai ai«A-i o^al, flc^aj, 0^0^01,^ «j:«/»«A- 

On les trouve ais^ment si Ton observe que, d^apr^s la definition 
deK, 

[43)* ^"/= -j~ = ^^i — /'«/ -♦- 2i|/j:/. 

On deduit imm^diatement deU, en vertu de (i4)) 
puis des demi^res Equations (34) 



et enfin 



+ 4.HA«i«,-/a«a,„)4-4^P'A, 



(*) Voir Brioschi, Comptes rendus, i863, premier semestre, p. 3o5. 
(^) La propriety combinante de K resulte au&si de ce que K peut 6tre d^duit de N 
an moven de Tequation 



Voir JUath. jinnalen, t. VI, p. 483, ^quMion (71). 
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ou, en vertu des demi^res equations du sysi^me (26) et des pre- 
mieres du syst^me (34)^ 6t sous le b^n^fice de rapplicaiion du 
thdor^me d'Euler sur les fonctions homog^nes, 

(46) a^al=~'i,r,-h ^/Sa,-/, «x«l = T^r2H--^ASA,»^. 

L^6limination qui fournit finalement la representation param6- 
trique cherch^e de la courbe primitive prend une marche tr^s 
simple si Ton introduit un nouveau triangle de coordonn^es dont 
les sommets sont donnas par un point fixe x et par les deux points 
dependant de Xf 

N ^ i/„ = o et K ^ tt;t = o, 

dont nous connattrons incessamment la signification geom^trique. 
Les variables courantes ^tant designees par j-/, nous avons k intro- 
duire k leur place de nouvelles variables $, tj, ^ au moyen des 

equations 

Irjri = gj-iH-ij/ii -f- ^^i, 

r 6tant encore ^gal ^ G( A, — y). Les coefficients de la transfor- 
mation dependent uniquement de la courbe y(j^) = o et du point 
arbitraire x ; or, comme Un et u^ sont des combinants, les coeffi- 
cients de I' equation transformee dependent necessairement aussi 
des comhinants du sjstkme xf-h X A = o. Pour obtenir la nouvellc 
equation de courbe , on fera done mieux d'exprimer d'abord la 
forme 

H(7) =4(*)/(jr) -/(^) A(r) = A/(j) -/4(r), 

qui est elle-meme un combinant et, ^gal^c k z^ro, repr^sente la 
courbe passant par/'du faisceau x^-hX A = o, del'exprimer, disons- 
nous, en fonction de 5 >>???[ au lieu de repr^senter directement 
J{y) comme fonction de ces derni^res grandeurs. On a d'abord, 
d'apr^s une identity connue qui derive de (aau)' = o, pour 
M/= (xy)/ (p. 3o4 et 821), 

(48) , H(j) = 3(a,«««i«^- fli«,,«,«J), 

les facteurs des termes individuels n'etant plus ici du troisieme 
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degr^, mais seuleraent du premier et du second par rapport aux j . 
Les formules (47) donnenl imm^diatement 



(49) 



r 


ala^ 


-5/H- 


^«>« 


■+- ^«i«A» 








r 


al«r 


-5A H- 


I3«ia„ 


-h ^K^Khf 








r« 


«x^.v 


- ;v-h 


2iiia*a„ 


-4- 2??a3fl;fc 


-f- 


13' 


«X«;1 










--|-2>:?rta<»««A-1- 




«;r«Ai 


r» 


K^ay. 


— S^A-h tlqmdJcO^n 


-f-2?2;«;«;fc 


-f- 


r.« 


«x«/! 










-h 2i;?a^a;,a;t 


-h 


"9 


«a:«! 



En vertu des Equations (i4); (26}, (44)> (45) et (46), les coeffi- 
cients qui figurent dans les seconds membres peuvent toujours 
s'exprimer de la mani^re suivante : 



(5o) 



<»x«/. — ^i/-i-T, r,, 






— <r, A H-Ti Tj, 


a^a^. — (T, /-4-T, r„ 






— OTj A -H T, Tj, 


Ox^fi — <yil/-+- MiTj, 


«*«« 




— orjl A -+- Ml r,, 


«x«/i«*— «r„/-i-T„ri, 


«xa» 


K* 


— (TijA -t- r,,rj, 


<»x«A- =«rij/-»-'r«rt, 


«x«J 




— (TjjA -4- T„r,, 



les grandeurs a^ t £tant d^finies par 



(5i) 



1 1 

(7i = o, <r, = T{^, <r„ = — -^, (r„ = — n, or,, = — S^,-/, 



( 



7i = O, 'l=T' "^"^""6* flJ=0> 



12 



= 7f 



Si Ton forme done le determinant des expressions (49) qui figure 
dans le second membre de (4^)) celui-ci se decompose en deux 
facteurs, dont I'un est 



A r, 



^r = G(A,-/], 



et, en chassant ce facteur par division, il reste 



r«H^) = 3 



SH-orj^oH-dj? 5*-h^ar,7:;-|-2arjC;-4-ar,ii3'4-2ar,,>3!;-4-0'25^ 



t 



•,13 



*8^ 



2 T, >: 5 4- 2 Tj ^; -+- Tj , >!* 4- 2 T, , y; ^ -h Tj J ^ 



ouy en r^duisant la seconde ligne verticale k I'aide de la premiere. 
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el posant a, =o, ?« = o, t,2= o, 



r*H(j) = 3 






=:3$(T,S?-hTHl3' + T„5«)-h3? 






Si Ton introduit enfin aussi pour les autres grandeurs a, r les 
valeurs (5i), il vient 

C'est la ce quon appelle la representation ty pique de H(^'); 
la forme H(j^) est ainsi representee comme fonction rationnelle 
(mais non comme fonction enti^re) au moyen des invariants fonc- 
lionnels dey(t. I, p. Sog et suiv.) et, pour pr^ciser, au moyen des 
grandeurs f^ A, ^ et 12, y et A n'entrant d^ailleurs que dans le 
combinant S^,./, de sorte que dans (Ss) tons les coefficients sont 
des combinants. 

On reconnait sur F^quation (5a) que la droite ^ = 0| en son 
point de rencontre avec y; = o, c'est-i-dire au point x, louche la 
courbe H(j^) = o, landis que le point de rencontre de f = o avec 
^ = o, c'est-a-dire u„ = o, est egalemcnt situd sur la courbe et coin- 
cide par suite avec le point tangentiel dex (p. 262). Mais en m^me 
temps, au point Ufi = o, la ligne ^ = o est tangente a la courbe 
ll{jr) = o. Comme ensuite la premiere polaire de x relalivement 
a H = o apparait sous la forme 

a o 4 

Yt = o est la polaire du point N = o (c'est-i-dire de ?[ = o, ^ = o) 
par rapport k la premiere polaire du point x form6e pour H = o. 
Nous aurons ainsi reconnu le sens g^ometrique de la transforma- 
tion (47)! nous pouvons aussi exprimer le r^sultal donl il s'agit 
par le theor^me suivant : 

Si X est un point quelconque du plan, N ^ m,i = o represente le 
point tangentiel de x sur la courbe passant par x du faisceau 
syzjrgetique )t/-4-iA=o; d' autre part, K^«a=o donne le 
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point d' intersection de la tangente de cette courbe au point 
N = o avec la polaire deN = o relatii/ement h la conique polaire 

de x{'). 

La forme de H(j^) permet de verifier imm^dialement rexacti- 
tade des propositions suivantes : 

La courbe ^ = o est le lieu des points x tels que le sommet 
}L = o du triangle ^ = o^Tn = o,l^=o repondant a x est situe sur la 
polaire conique de x; la droite ^ = o est la tangente de cette 
derniere courbe en R = o. 

L' equation Z^^ — ■^-- Sa,— /= o represente une courbe du dou- 

zieme ordre pour les points x de laquelle le sommet K = o rfu 
triangle en question est egalement situe sur celle des courbes du 
faisceau syzjgetique qui passe par x. 

Pour les soixante-douze points d^ intersection x de ^■= o 
avec les quatre courbes equianharmoniques dufaisceau xy-h).A = o 
donnees par S^,—/ = o, le triangle ^ = o, yj = o, J[= o repondant 
a X est simultanement inscrit et circonscrit h la courbe du fais- 
ceau qui passe par x ; N est point tangentiel de x^ x del^etlL 
deN. 

Et enfin, puisque d'apris (4^)> pour ^j^ = o, T^,— /=o, on a 
aussi i2 = o : 

Pour les cent huit points d' intersection de ^ = o avec les 
six courbes harmoniques du faisceau syzjgetique donnees par 
Ta,— /, le point R = o qui repond a x tombe en un point d' in- 
flexion et la tangente de ce dernier est donnee par ^ = o. 

Pour un point x des douze lignes inflexionnelles representees 
par G ^r(A, — f) = o, notre representation typique devient il- 
lusoire ; en efTet, le determinant de notre transformation (47) s'^va- 



(*) On aurait pu reconnaltre aussi la m^me chose directement par la resolution 
des equations (4?) ct de quelques transformations des Taleurs qui resultent de la 
pour ^1 M, ^; voir Clsbsch et Gobdan, he, cit. La signification de N = resulte, au 
surplus, directement de I'identite de Salmon. Le point tangentiel sera ind^termine si 
H se r^duit k un triangle, ce qui Concorde ayec les rdsultats de la page 35o. 
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nouit aussi alors, car on a, d*apres (43)* et (Sg), 

I(x«X-) = l[xnl] — f[xnm), 

Acluellement on pent d^duire de (52) des representations ty- 
piques pour tons les invariants fonctionnels de H(j'), c'est-^-dire 
figurer ces derniers de telle sorte que leurs coefficients soient des 
fonctions ration nelles de J\ A, ^ et ii. Nous calculerons seule- 
ment ici la forme hessienne An de H(j^). Dans ce but on forme 
d'abord le determinant hessien de H relativement h \, m^ ^, c'esl- 
^-dire le determinant des quantit^s 

I I I 3 

et on le multiplie par 6 et par le carre du determinant des equa- 
tions de transformation qui se tirent de (47) ps^ resolution. Or 
on deduit des equations (47)> en vertu de (53), 

Mais, d'apres le theoreme sur les determinants adjoints, le de- 
terminant de ces equations est egal a J^^[xnkY=' JiV'-. Si, d'autre 
part, nous etablissons la forme hessienne pourle premier membre 
de (Sa), par consequent pour F-H, cette derniere sera egale 
k r* Ai,. Par division par F* dans les deux membres et calcul du 
determinant des H/a on trouve done, en tenant compte pour Q- 
deTequation (42)('), 

02 



(54) ] -|^,3_^6^^'--^.SA,-/)>3*^;-l2•}n 






(') On a d'autre part, d'apr^s la formiile connue relative a A^^, 

A„=r,ACr)-r./(v); 
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Pour exprimer enfin les coordonn^es d'un point y sur la 
coQrbey(^) = o comme fonctions d'un param^tre, consid^rons le 
faisceau de rayons 

( 55 ) St a\ ay — ).«^ v.y •=. o 

passant par le point tangentiel N = o d'un point x de la courbc 
ct calculous les deux autres intersections d'un rayon de ce faisceau 
avecy(j^) =o, ce qui se fait par une Equation du second degr^. 
Comme dans noire casonay(x)^y= o, on aura H(^) = Ay (j^) 
et (p. 3oi) 

A,, = r, «; — r, a] = Tj a» , 

ou, ^ cause A^f^^a^ = o, Ay = A' a'. Nous pouvons done rem- 
placer I'^quation (55) ensemble avec y(j^) =:z^a' = o par les 
equations 

xA*HjH^-A(A„)i(A„),= o, H(j; = o, 

OU Ton a symboliquement H^. == H(j^), (Ah )\ = ^ii- M^iis comme 
aux valeurs ^1= x/ correspondent les valeurs J = F, yj = o, ^ = o, 
on aura 



Si done on imagine le tout exprim^ par rapport aux variables ^, 
r,, X,i on a les deux Equations 

H;rj = o, xA« — -1-^=0. 



en ajoutant Tequatioa de deQnition relatlye a H, on trouve 

r/Cr)=/Au-f-r.HCr); 

c'est Ih, pour la Jorme primitive f{^y ) elU-mime, sa representation tj'pique. On con- 
cl at encore de la que tout invariant fonctionnel de f peut 4tre multiple par une puis~ 
sance de T telle quil devienne une fonction entiere des sept formes fondamentales /, 
A, ^,11, 11,, N, K. Entre ces derni^res existe Tunique relation (43). Toutes les relations 
entreles iuTariants fonctionnels de/sont done ramen^es k cette equation et k ses ex- 
pressions au moyen des sept formes fondamentales. f^o/r Clebsch et Gobdan, loccit. 
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Si entre ces derni^res el entre T^qualion 

UyZ=o oil w^ ? + N 31 -h K ^ = o 

on ^limine les H, m, ^, on obtient le produil des Equations de tous 
les points y ou un rayon du faisceau (55) rencontre la courbe 
primitive y(j^) == o. Parmi ces points figure le sommet du faisceau 
en question (N = o) ; la forme N sera done un facteur du r^sultal 
de Telimination. 

Parmi les trois equations donn^es deux sont lin^aires, savoir : 

Comme consequence de ces deux Equations on peut done poser 

?: = — KX — 11^ f y xA* — X^i J . 

Portant ces valeurs dans H(j^) et observant que Sj^,—/, T^,— /, 

poury= o, se transforment respectivement en S A* et TA*, on 
obtient Tequation 



o=-|NJN«[(^xA«-Hyx 



3 

En faisant abstraction du facteur j N, inutile pour la question 

pr^sente, cette equation, en vertu de la relation (4a)> ne varie pas 
si, apr^s Tavoir multiplice par-ZyxA^ — a^U on retrancbe dans 
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le second membre ^Q^N-X* el qu'on ajoute en m^me temps i'ex- 

pression 

3 _ . 1 



Alors, tous les termes multiplies par A* J;, A-tJ^^ et ^^ qui pro- 
viennent de la premiere parenthese disparaissant, on obtient 
Inequation 

O nn -^ An fx' — - SxV -i- ^ T X A N» 
128 \ 2 3 ./ 

que Ton peut aussi ^crire sous la forme 

ixA«- V}^ Tk^i -+- ujj^l^^— lA 1 -f- |aN>.« 
(56) 



-i^'^V^gK^'-i^'^^'-^s^^')^^- 



Les premiers termes de cette Equation se simplifient encore si 
Ton remplace K et £IN par leurs valeurs en L, M. En tenant 
compte dey= o, on a, en effet, a cause de (37) et (43), 

K =r LA -h I^Ujpy 

Ces valeurs ^tant port^es dans T^quation (56), celle-ci se trans- 
forme, si Ton neglige le facteur -h^^9 en 

o = ( x« — g S>M A w^ — 4>« M 

(56)* 



4x>L±Ni/6>(x'— -xPS4-|>=»Ty 



C'est Hi Inequation 1/^=0 d^ an point y oil un rayon du fais- 
ceau y.a^ay — Xa^a^=o coupe la courbe f[y) =. o; le point x 
est id un point quelconque de f\ son point tangentiel (N = o) est 
le sommet du faisceau dont il ^ncnt d ^etre parle; les formes 
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L et M sont ddfinies par (lo) et (n); A, S, T ont les signi- 
(ications connues. Les deux intersections difT^rentes d'un faisceau 
de rayons s'obtlennent par les deux signes du radical. Les coeffi- 
cients de U{, 1/09 1^3 dans Texpression en question sont done les 
coordonn^es mdmes du point variable sur la courbe^ on a, ptxr 
suite, si p designs un facteur arbitraire, ces coordonnees repre- 
sentees en fonction du parametre x : 1 par les equations sui- 
vantes, dans lesquelles on a pose M = u^, L = i£/, N = u„ ( ' ) : 



pjr,= A(x«- gsx«\x,-4x2m,4-4xx/,ih/i3i/6^(x»-. isxA«-i-^r/^K 

Sous le radical (^) apparait ici I'expression G| (x, — X) n^lti- 
pli^e par6X. Or^ comme par r^vanouissement de cette quantite 
irrationnelle les quatre tangentes du faisceau xa^My — Xa^aj=o 
issues de N = o sontd^termin^es, on reconnait que, si Vune de ces 
tangentes repondant i la valeur i = o [c^est-a^dire celle qui a 
son point de contact en x) est connue, les ir^ois autres sont deter- 
minees par l' equation G|()c, — X) = o. On peut en pariiculier 
faire co'incider le point x avec un point d'inOexion, cas 011 le 
sommet du faisceau consid^r^ se trouve ^galement en ce point 
d'inflexibn. A la valeur A=o correspond alors la tangente d'in- 
flexion de x, et les racines de T^quation G, (x, — X) = o fournissent 
les trois autres tangentes de la courbe primitive qui partem dex ( '). 



(*) Une representation parametrique semblable a ^te donnee sous une autre forme 
par Aao:iiiOLD, Monatsberichte der Berliner Academie, 35 avril 1861. C'cst & elle que 
Clebsch a rattache Tapplication des fonctions elliptiques, et en particulier de son 
theor^me d'addition aux propositions sur les points d'intersection {Journal de Crclle, 
t. 63, loc, cit. Dans les Equations correspondantes du Memoire de Clebsch et GorJan 
{Math, jiimalen, t. 1, loc, cit,), les termes ayant pour coefficient m^ont ^te negliges 

(*) En dehors do cette racine, Tequation (57)comprend encore une irratioonalite, 
proyenant de ce qu'un point x de la courbe est suppose connu ; or la recherche d'uu 
tal point exigc encore la resolution d'une equation du troisi&nio degre. 

(') Comme, d'autre part, 6^ = determine les trois courbes du faisceau sytygetique 
clont la hessienne est/= , il en resulte incidemment que toufe courbe du faisceau 
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Toutefois, dans les hypotheses faites ici sur la situation de Xj nos 
formules pour la representation tjpique de H(j^) cessent d'etre 
cxactes, car poury= o, A = o, on aurait aussi F = o, c'est-^-dire 
que le premier membre de I'^quation (02) qui fournit cette re- 
presentation serait nul. £n eflet, le triangle de coordonn^es 
(^ = o, ri = o, ^ = 0) dont nous avons fait usage ne pent plus nous 
servir dans ce cas, puisque ses trois c6t6s se confondent. Malgrd 
cela, les Equations finales (57) subsistent. L'^quation (56)*, 
dont (57) a ete deduite, n'est autre en eflet que le r^sultat de 
Telimination des ji entre les equations 

et ce r^sultat doit n^cessairement subsister ind6pendamment du 
choix du triangle de coordonn^es ; le triangle que nous avons em- 
ploye prec6demment avait €l^ choisi pour Tobtenir, parce qu*ainsi 
les coefBcients des puissances de x, ^ ^taient immediatement 
doDn^s dans (56)* comme invariants fonctionnels de la courbe 
primitive. Maintenant, si Ton pose dans (57) A = o, il vient 



(58) pjr/== — 4A'm, + 4-/H±'*i\/6>fx5 — ^SxX'+iTX'j 

On r^introduira facilement dans (57) les fonctions ellipti- 
ques sinam, cosam, Aam; nous commencerons par donner les 
calculs n^cessaires k cet objet, mais on verra que les raisonne- 
inents ont une marche beaucoup plus rapide si, au lieu des 
i'onctions sin am, . . ., on fait usage d'une nouvelle fonction dou- 
blementperiodique, qui pent ilaturellement s'exprimer au moyen 
de sin am, cos am, A am. L'iutroduction de ces derni^res fonctions 
est, en eOet, rendue ici plus embarrass^e par suite de la circon- 
stance que dans (^7) figure sous le radical une expression du 
iroisieme ordre, multipli^e par A, qui doit prealablement 6tre 
amende k la forme norraale u[i — p-)(i — ^'/^) dont on fait usage 
pour sin am. Nous devons encore nous occuper en particulier 



syzygetique est touchie par les tangentes d^ inflexion des trois courbes auxquelles elle 
appartient comme kessienne. On demoDtre au surplus la chose sans peine directement. 
fair Glebscb, Veber die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung {^Journal de 
CrelUy t. 58). 

Cledsch. — Geom^trie, II. a 7 
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de la determination des points d'inflexion, c'est-^-dire de la de- 
termination des neuf rayons du faisceau ^a^ay — Xa^ay=o qui 
r^unissent le sommet N de ce dernier aux neuf points en ques- 
tion ; nous verrons comment ce probl^me, purement alg^brique, se 
r^sout k Taide des fonctions elliptiques. 

Pour atteindre le but indiqu^, introduisons le param^tre x au 
lieu de x : X et d^signons par y/, x", x'" les racines de T^quation 

(59) G,(x,-i)sx»-.is.+ lT = o, 

c'est-i-dire posons x = x, X = i et 

1 3 

Faisons ensuite la substitution 



X 



/ // /'Ml '" 



ilvienty par suite de cette derni^re, 



.3_isxH-^T=(x'"-x''l«(y/-x*'),t.(l — fi)(l — AV; 



SI 



yj" — vJ ' 



II sufiit actuellement d'introduire un nouveau paramitre u au 
moyen de I'^quation 

(60) /x==sin*am« 

pour obtenir les relations suivantes : 

(61 ) X = x" sin* am II -+- x*' cos' am w, 

I / x' S X -4- - T = (x*' — x") y^x' — x'" sin am u cosam u A am u 

=:i(x'^_x")v/?^=^ 



-a svar am u 

^ —dir-' 



et ainsi Tint^grale cUiptique de premiere espdce qui appartient a 
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Dotre courbe (c*est-^-dire le nouveau param^tre u) sera donn^e par 



63) 









-Sx-h^T 

2 3 



Nos formules (67) se transforment enfin en 

, . , . //sin* am » 
PJi = ?/ ( sm' am 1/ ) 4- /wc, , 

les quantit^s c/ d^sigDant des constantes, les quanlit^s f i* ^tant des 
fonctions rationnelles endures dii second degr^ de leur argument, 

el m ^tant dgal a (*/' — y")\j'/! — yp\ elles deviennent done, en 
realile, de la forme des Equations (3i) (p. 389). Si Ton veut, en 
partant de ces derni^res Equations (par rinterm^diaire des fonc- 
tions H), repr^senter encore les th^or^mes sur les syst^mes de 
points d'intersection par revanouissement des sommes correspon- 
dantes d'int^grales, il est n^cessaire, d'apr^s ce qui pr^c^de, de 
determiner la valeur de 14nt^grale u pour un point d'inIlex.ion ou 
la valeur correspondante de sin am u. Cette determination se rat- 
tache aux d^veloppements qui suivent. 

Nous nous proposons d'^tablir la condition pour que trois points 
de Id courbe ajant pour parametres >c,, Xo, Xj ou pour valeurs 
integrates correspondantes U|, Ua, 1/3 soient en ligne droite. Nous 
ccrirons, pour abreger, les Equations (Sj) sous la forme 



(64) pj-,=:/7/+<7,-x+r^x*=L«,Yy(x), 

(') Une autre methode elegante pour reduire par transformation rationnelle Tintc- 
grale cUiptique a forme ginertUe binaire du quatridme ordre sous le radical du deno- 
minateur, de telle sorte qu'a la place de cette forme se presente la forme cubiquc 

dependant uniquement des invariants 1 ety f ou, si Too pose x4 au lieu de x, unique- 

raent de rioyariant absolu -,-],& etc indiquee par Uermite {Journal de Crelle, t. 52, 
p. 8) ; 'Voir aussi Caylet, ibid,^ t. 53, et Clebscii, Theorie der bindren Formen, p. 233. 

27 
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qui permet d'apercevoir facilement le sens des grandeurs/;/, y,-, r/, 
flf|- el ou ^(x) = G| (>c, — i). Si Irois points x,, Xj, /-a doivent ^ire 
en ligne droite, il faul necessairement que le determinant forme de 
leurs coordonnees s'^vanouisse. Mais ce dernier est ^gal, en verlu 
de (64)7 ^ la somme des produits formes avee les determinants 
correspondants du syst^me incomplet 

c'est-^-dire que Ton a T^quation 
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(65) 



o == 
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'^i 
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*3 



vVl'^i) 



i 



[qru) --[roLp) [upq) 



— {PI'') 



En ayant 6gard aux significations des grandeurs />, q, r, a lellcs 
qu'elles r^sultent de {Sy) et (64), on obtient, pour les determi- 
nants ternaires qui figurent dans la derniere ligne horizon talc 
de (65), les valeurs suivantes : 



( ^ra ) = 4 V^6 ( / x/i ) A, 



— [roLp]=: /\^[j:nm)lf 



4 



(oipq)=^i6^6{lmn)-\- —[nix] Si, — [pqr] = — i6[//?ij:] A, 

ou, en vertu des Equations (Sg) (p. 4^6) et dey= o, 

(yr«)=V^AS -(r«p)^4v^A«, 

[apq) = iGv/Gl^S — (yj^r) = — 24nA. 



Si done on pose 



(66) 



_4-^ 



on en d6duit, eu ^gard ^ridenlit^ qui existe pour Q (p. 4*^)t i*>^ 
formules suivantes, qui seront la base de nos explications ulte- 
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4?! 



rieures : 



— (ra p] 

(qra) 



— =r X 



o» 



(^r«)-'*' (qra) 



= ^)J 



^J-'-S-^o-*- 3T. 



L'equation (65) se transforme done en ( ' ) 



(67) 



1 Xi Xj 


)/?{*l) 


1 X) x^ 


\^?M 


1 Xj xj 


\/?M 


1 Xq XjJ 


\/?M 



On transforme enfin ais^ment, au moyen de la substitution (61), 
le determinant qui figure dans le second membre de telle sorte 
que la condition pour que les points x,, xo, x, soient en ligne 
droite apparaisse sous la forme 



:68) 



I 
I 
I 
I 



1 

1 

.2 

.1 






s 
s 
s 



^3 ^3 ^3 
^0 ^0 ^0 



= o 



(siy Ci, ^1 etant Merits a la place de sinamu/, • • •)* ^^' d'apris le 
ifaeor^me d*addition des fonctions elliptiques (p. 862), 



169) 



iij-h ttjH- tfj-f- tto^o (mod.Wjw'). 



Nous obliendrions encore ainsi pour les points dUntersection de 
la courbe primitive avec une droite Tequation (36) (p. 4^^)^ na^ds 
il r^sulte en m^me temps de Ik que les quantit^s Uo sont identiques 
avec les grandeurs designees alors par 3^. J^s arguments des neuf 
points d' inflexion sont done donnes par les valeurs 



iyo) 



3«o-H j(y^w-f-?« ), 



(') Le signe de ^(xq), dans les termes de la dernidrc ligne horizontale, pent Mre 
choisi arbitrairement; mais on doit prendre un signe determine lorsqu'on introdait 
Itis fonctions elliptiques, et ce signe est alors completeinent donn^ par les Equations 

(6o)et(62). 
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I/O Slant determine par les equations ( * ) 
x"sm' am u^ -f- x*' cos' am Wo = -^ » 

(7') ; 

sinam{/oCosam»oAam»o = 



4 v^6 a 



Id x', y/', }t"' jo/ii /e5 racines de V equation (Sg); A, (p, O de- 
signent les covariants connus de la courbe primitive, ecrits en 
coordonnees du point Xy dont le point tangentiel a etc choisi pour 
sommet dufaisceau dans la representation parametrique (Sy). 

Pour effectuerla determination des points d'inflexion, il ne reste 
done plus qu*^ r^soudre T^quation de trisection qui determine 

sinam-rUo par sinamuof autrement dit, les valeurs que prend la 

fonction sin am u pour les arguments (70) des neuf points d'inr 
Jlexion sont les racines de I' equation du neu\fieme degre en s 



^'^ ly '-*"— •'^^ "" i~bA:'j»-+-4A^«(i 






» 



dans laquelle k^ se determine de la maniere connue au moyen 
dex', x", y/'^ La resolution de cetle Equation pent se ramener a la 
resolution de T^quation G(x, X) = o, a Taide de laquelle nous avons 
dej^ determine les points d'inflexion. 

Ainsi que nous Tavons deji fait observer, loutes ces recherches 
sur rintroduction des fonctions elliptiques dans la theorie des 
courbes du troisieme ordre ont une marche notablement plus 
claire si, au lieu des fonctions 5, c, A, on introduit une autre 
fonction doublement periodique de u habituellement designee 
par^(u) ainsi que ses derivees par rapport k u {^). C'est la fonc- 



(') Voir auBsi, pour ces transformations, Ic Memoire plusicurs fois cite de 
Sur les poljrgones de Sceiner {Journal de Crelle, t. 63). 

(') G'cst la fonction dont Weierstrass fait usage dans ses lemons sur la theorie des 
fonctions elliptiques, et qui presente d'assez nombrcux avantages sur les fonctions <, 
c, A de Jacobi. Sur les formules fondamentales qui ont lieu h. regard de cette fonc- 
tion, 'Voir KiEPERT, Journal de Crelle, t. 76, p. 3i. 
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lion de laquelle proc&de directement Tinversion de rint^grale sui- 
vante : 

{73) «= /" ,— *** — , - P«^»* ^=P['')' 



"'1 \/^^'-^' 



Les d^riv^es de p{u), par rapport k u, seront toujours dans la 
suite d^sign^es par f^{u), p^'{u), . . . ; relativement k ces demiAres, 
on a, en omettant, pour -abr^ger, I'argument u, 

p'* =4;,»-2S;> + |t, 

p" =6p*-S, 
p" =6{pp' -i-p'p]=iipp', 
74) {/>(') =6(pp'-h2p'* -f-/>V) = i2o/>'— 36S;> + i6T. 
pW = 6{ppf+ ZpY-^- 3p''p'-^p"'p)= 36p'{iop^ - S), 

En posant done actuellement dans (57) y. = p(^u) = p^ X = i, 
nous obtenons la representation param^trique de la courbe primi- 
tive sous la forme suivante : 

On pent ais^ment ^tablir la connexion de la fonction p avec 
sin am u. On a en effet, d'apr^s (61) et (63), 

•^=(x"-x"')sinamP-f-x'", 

si 

V^^T' ^^' n"^ dA 



1" v/"'- 



-S4-f--T 

1 3 



/ „ II dv, 






— 2SxH-|t 




f< d^signant encore Tint^grale (73). Si w et co' ont la m^me signifi- 
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cation que plus haul (cf. p. iSg), on a, par un choix convenable du 
contour d^int^gration ( * ), 



«' I /*« da 

w + - = / - -' 






U vient par suite 



y—'A'" I z: 






x'— aSx + |t 



6> 

^ 2 



et comme, d^apr^s la definition */. = p(u), il en r^sulte 

;?(«) = (x"—x'*)siii*am(ttv^x'—x«'—a>~- — J- 
(76) 1 .^^^..^ ^ ^^ 



x" 






/«sm«am(ttv^x' — x'"j 

on a par consequent jt? (o) =: oo , comme cela doit Atre d'apres (73). 
On reconnait d'ailleurs que la fonction^(u) admet pour periodes 
fondamentales 



y x — X y X — X 



Relativement k elles on d^duit de (76) les relations simples 

La th^orie de la fonction p[u) ^tant suppos^e connue, Tetablis- 
sement de T^quation des points d'inflexion s'efTectue d*une mani^re 
extrdmement simple. Au moyen d'un proc^de analogue a celui qui 
a servi pour itablir les Equations (65) et (67), on obtient d'abord, 
enpartantdes Equations (75), la condition pour que trois points x^* 



(•) Foir K5:<iGSBEB0ER, loc.cit., I'* Partie, p. 3ia. 

(•) On a en effet 

sin am ( u d= oi = — sin am u , 



sin am \ uziz — 1 = ---. < 

\ a / Asm am u 
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Xa, X3 soient en ligne droite [piCtant egal a p(w/)] sous la forme 



(77) 



I 


Pl 


Pi 




Pi 


I 


p% 




It 

Pi 


I 


Pz 


p\ 


p\ 


I 


Po 


P'o 


p\ 



— o. 



relation oil, par analogic avec (66) et (67), 



yo 



de telle sorte que les relations (74) entre Po^Pa^p^ sont satis- 
faites en vertu de Tidentit^ qui a lieu entre Q^^fj A, ^. La valeur 
dep<,= ^(3w), « ^tant Targument d'un point d^inflexion, nous est 
par 1^ donn^e rationnellement; pour determiner les points dHn- 
ilexion eux-mfimes, nous n'avons done plus qu'& exprimer p['^u) 

enp[u)y e'est-^-dire p{uq) en pl-^Uoj. Or on a, d'une mani^re 
g^n^rale, 



{78) 



p [ nu ,=zip[U] : : y 



la fonction ^f{u) ^tant d^finie par le determinant suivant ( ' ) : 



^'pv"; = 



(-1I?-* 



[2l3!...(p — i)IJ= 



p' p" 


... 77(e--i) 


p p 


. . p(i^ 


p(9-^) p(?) 


... /?(*?-») 



On en tire pour /i = 3, sous le benefice de (74), 



(79) 



p[6u]—p — ^p' -— - — , 



[t-ipp- '-,/"]' 



OU, apr^s une transformation simple pour/>(3»«) = p„^~[^), 



( 



80) u^-pyi^pp'^-p''^] + 4/,' vji, 2;,;," -/,"•) - i6p''=o. 



(*) C'est sous cette forme que les equations de division ont ete etablies pkr Kiepert 
{Journal de Crelle, t. 76, p. ai). 
(') On pourrait aussi deduire cette Equation de (77) par passage k la limite; toute- 
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C'est la, si Von remplacej/^y p'\ d'apres (74)> par lews expres- 
sions rationnelles en p, I'equation du neuvieme degre en p 

oil en -J equations (Sj) I qui determine les neuf rayons du 

faisceau pa^a^ — a^.aj=o qui vont du point N = o aux 
neuf points d' inflexion, x etant un point quelconque de la courbe. 
Les coedicients de cette Equation dependent uniquement des inva- 
riants S, T et des covariants 4'> A^- L' equation (79) peut done etre 
consideree comme le resultat de V elimination des yt entre les 
trois equations 

Observons encore ici que la valeur parametrique p = pQ 
appartient elle-mdme au sommet N = o rfe notre faisceau de 
rayons. Si Ton pose en eflFet dans [{Sy) x = 4^, ^= A^, il vienl 

mais, d'apres I'^quation (Sj), on a poury= o 

de sorte que les yi deviennent en fait proportion nels aux /i/. Gela 

r^sulte encore, au surplus, du ih^or^me d'addition. Comme, en 

eflfet, au point x appartient Targument z^ro (p = 00 ), on a, ^ ^tant 

Targument de N = o, pour les points de rencontre de la tangente 

de X aL\ec f= o, 

o 4- o -f- p + Wq^^O, 

d'ou 

i'=--tto et p[c)=p{— Uq]=:p[uo). 

La resolution de I' equation ( 80) ou ( 79) depend, comme on sait, 
de la resolution de T^quation sp^ciale de trisection tiree de ( 79 ) 



fois on obtiendrait ainsi d*abord une equation da douzieme degre en p, de laquelle 
il faadrait encore separer un facteur cubique. L'introduction des fonctions elliptiques 
a precisement pour effet de rendre superflus les calculs directs de cette espdce et les 
eliminations; Temploi de la fonclion p{u) presente un a?antage tout particulier, ^ 
cause de sa connexion avec la quantite irrationnelle qui figure dans (S^). 
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pour u^= o, ou, ce qui revienl au mdme, p^rr: oo , c'est-i-dire dc 
i'^quation 

[8i) i'ipp''^p''=o, , 

ou, en vertu de (74)7 ^^ r^quation 

(8>r ^»_Sy,'+|T^--l-S« = o. 

Or i7 suffit de poser dans cette derniere p = — ^ pour obienir 

de nouveau I' equation G(x,X) = o qui nous a servi precedeinment 
a la determination des points d' inflexion (p. 3o8 et suiv). Les 
quatre racines p^j p^y P%j P* ^^ cette Equation nous donnent les 
valeurs 

Pour p = 00 ou Mq = o il vient A = o, c'est-a-dire que les 
points X et N sont situ^s en un point d'inflcxion, et alors T^qua- 
lion (81) donne quatre des huit autres points d'inflexion, parmi 
lesquels il ne doit pas s'en trouver deux en ligne droite avec le 
premier. On apprend, dans la th^oric des fonctions ellipliques, a 
former d'une mani^re effective les racines de Tequation (80) a 
Taide des grandeurs p^J p^y pzip^t et nous ne nous en occuperons 
pas davantage ici ( ' ). 

On ram^ne facilement aussi d'une autre mani^re la resolution 
de r^quation (80) k T^quation G(x-,X) = o, ce qui permet de 
donner r^ellement les racines de (80) d'une maniere accessible 
aux d^veloppements g^om^triques. Si Ton pose en effet dans (80) 



a^oL 



p=z- ^^ ^ > cette Equation repr^sente pour les j^,- variables une 






(') Sur la resolution des Equations de division pour /»(»), ttoir Kiepert, Journal de 
Crelle, t. 76, p. 34 et suiv. ; sur les probldmes correspondants traites par Abel pour 
siaamif, voir, par exemple, KO^iigsderger, Ouvrage cite, II* Partie, p. qio. L'equation 
de la trisection est aussi un cas particulier des Equations du neuvi^me degr^ traitecs 
par Hesse ( /oor/itf/ de Crelle^ t. 34). Si Ton eiTectue les operations necessaires k la 
resolution de ces dernidres suivant la representation geom^trique d'une courbe C,, 
on reconnalt ^galement quo Tequation du quatrieme degr^ k etablir est ici donnee par 
G(xfJl) = o. Sur ces equations do Hesse, i;o<r aussi Clebscii, Bindre Formenfp, a34 
et sniv. 
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courbe du neuvi^me ordre qui se decompose en neuf lignes, savoir 
les droites joignant N = o aux neuf points d^inflexion. Or trois 
quelconques dc ces droites joignant N= o a trois points d'inflexion 
en ligne droite coupent encore f en trois autres points, et il est 
i mm^di a tern en t visible que ces derniers points sont situ^s sur unc 
conique qui a avec la courbe primitive au point N un contact du 
second ordre. Corr^lativement aux quatre triangles inflexionnels, 
qui sont repr^sent^s, d'apr^s ce qui a ^\.k dit plus haut, par 

il existe aussi quatre syst^mes (4>/= o) de trois coniques de telle 
nature que chacun de ces syst^mes, en y adjoignant le triangle in- 
ilexionnel correspondant, passe par tous les points de rencontre de 
la courbe citee du neuvi^me ordre avccy= o. Le premier membre 
de r^quation (80) pent done, aTaide dey(j^)= o, ^tre decompose 
de quatre mani^res dilftrentes en deux facteurs 

ce qui r^pond aux quatre racines de T^quation sp^ciale de divi- 
sion (81). Cette derniere donne done encore de nouveau la de- 
termination des triangles inflexionnels. Actuellement , pour 
trouver les racines de (80), il faut r^soudre deux de ces triangles 
en facteurs lineaires, ce qui se fait d'apr^s les indications de la 
page 35o. Nous determinerons done les points d^ntersection d'une 
droite quelconque , que nous pouvons supposer £tre la tangente 
de Xy avec les cdt^s d'un triangle pif{y) — ^{y) = o; autremenl 
dit, nous poserons dans cette derniere Equation j^= Ax -t- p/i et 
nous formerons Tequation cubique en p qui prend ainsi naissance, 
ct qui, eu ^gard aux relations (p. 898 et suiv.) 

I 1 

/=0, ala„—0, aj«„==0, flr^«* = — gA», a^a,;=:— -A-|, a;=0, 

prend la forme suivante : 

[82) fo^l - p'A'/'^^ - I A^A 4- A*= o. 

Nous avons encore a y calculer le terme ctjj. Or, de T^quation 
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il r^sulle par formation polaire, pour u,, = N^* w,,^, 

Pour^'i= 71/ les termes du second membre provenant de Fi s'e- 
vanouissent, k cause de a^^.a,i=^ o, aj^a„ = o et il vient, d^apr^s I'e- 
quation (a8) (p. 3i6)y 

Ici Ton a 

Le premier tcrme de Texpression qui figure dans le second 
membre change de signe si Ton permute a et i ; il s'^vanouit done 
ideniiquement ; le second terme est ^galement nul, car on a 

= ^[aba][[abp)c^— {abc]?^]iij,b^a^a^clpl, 
= 1(P/-QA). 

Or on a, en vertu de la permutabilit^ de a, b, c, 

L'cxpression 

^(l==[{aboL){abp]?^b^'i'!i[a^oL][a&c)cy^a^P^aj,7.„ 
H — S ( abd] [ abc ) Uj. bj^c^ dj. d^ 

est done egalementnulle. Dans le second membre le dernier terme 
a la valeur^SArfj.rf„ et cons^quemment s^evanouit; le second 
terme se forme, au facteur pr^s — a, du terme d^signe [ p , 4o3) par B', 
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si Ton pose ji=.nij et a par consequent la valeur [comparez 
equation (34), p. 4^4] 

4 2,4 



Mais le premier terme de JQ est P et nous avons par suite 

4 

3 

i 



JQ = P -h I ft = o, c'est-i-dire que le second membre de (83) est 

« 
^gal a — - Qy, et nous avons 



;84) ' a\=-\fa, 

d'oii, k cause de JN = Jft = o, 

.85) «'»:=- I AH. 

Notre Equation cubique (82) se transforme done en 
(86) 8ao»-+-3A(4.p — AV,)/)« — 6a3=o, 

(Equation dont les coefficients ne dependent plus que des grandeurs 

/7^= — ^ ct;;'^ = — i6i/- .,• Si done nous designons, par analogic 

avec les racines pi de (81), les racines de cette Equation par p|-, p*, 
pi J on obtienl les Equations du triangle qui correspond a piy si dans 
Tequation pid^ay — a^a^=o on remplace z^ par les valeurs 
AxA-f- pf^rifi, Les Equations de cestrois cot^ssont done donn^es par 

^ " (-(A««i-h2p/')A«,««+pi/'^*«J)a^=0. 

si Ton fait pf^ respectivement 6gal k p'^^ p]fp'i' Les cdt^s du triangle 
qui r^pond a la racine p/( seront pr^cis^ment repr^sent^s par des 
equations semblables, dans lesquelles seulement pi^ pf^ ont etc 
remplac^s par p^, pj^^ respectivement, pf^ d^signant les racines de 
r^quation d^riv^e de (86) par permutation depi avec pj^, Le point 
de rencontre d'un c6te quelconque de Fun des triangles avec un 
c6t6 de Tautre triangle est alors toujours un point d'inflexion 
dont on pent calculer les coordonn^es Z/ en fonction de p:, pj^y pf\ 
p^l^ ; de ces coordonnees on deduit une racine de I' equation da 
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neuvietne degre au mojen de la substitution 






Le nunierateur et le denominateur de I' expression qui figure 
dans le second membre deviennent alors des fonctions ration- 
nelles entieres de deux racines de (81) e^ de deux racines des 
equations correspondantes ( 86 ) ; les coefficients de ces racines ap~ 
paraissent, d'apres (87), comnie des co variants du dix-huitieme 
ordre de fj ecrits en coordonnees du point Jixe x, et peui^ent en 
consequence s'exprimer tous par A, ^ et ft. Le calcul effectif de 
ces coeflicients peut s'eflectuer a Taide de quelques operations 
symboliques. 

Apr^s ces expIicatioDS d^taill^es sur r^quatlon de la trlsection, 
il est k peine n^cessaire d'observer que, d^une mani^re g^n^rale, 
les Equations de la division des fonctions elliptiques peuvent £tre 
appliqii^es k la resolution effective des probl^mes alg^briques 
d'elimination, car ils donnent immediatement le r^sultat de Teli- 
mination sous forme toute pr^par^e, k la seule condition que la 
fonction relative k Targument multiple, c'est-a-dire k p{nu)y soil 
representee dans sa d^pendance du point x et des autres points 
arbitraires qui peuvent se presenter. C'est ce qu'on peut toujours 
realiser en se servant du theor^me d'addition pour p{u)j c'est-a- 
dire a Taide de la formule 

' ' ^[P["] —P[^»\' 

Nous edaircirons ce point par I'exemple de la division en cinq 
parties. Nous nous proposerons d'abord leprobleme qui consiste a 
determiner les coniques passant par un point fixe (^ et ajant en un 
autre point u un contact du quatrieme ordre avecy= o, de sorte 
que u soit determine (p. 391) par 

5« -f-f-f-2«oS^o. 
II vientpour p(^v) = q, puisque p est une fonction pairc, 

/J. 5/1 =0(21/0 -+-!'; — :-— ^ T7 > 
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relation ou, d'apr^s (78), 

On pent encore poser, dans le second membre, 



4 

g =^ -^ — > 

or 5 



r'^y/4,»-2Sj + |T, 



en admettant que les quantlt^s Zi soient les coordonn^es temaires 
du point q el qu'a ce dernier corresponde le signe positif du ra- 
dical. On pent, en particulier, faire coincider avec x le point 
comply tera en t arbitraire z; il vient alors q = co y d'ou i^ = o, el 
nous obtenons 

Si Ton porte cette valeur dans T^quation de division (78) pour 
«= 5, il en r^sulte une equation du degr^ aS en p. Cette der- 
niere est le resultat de I' elimination des yiy rfr/, d^Jh d^J'it d^Ji 
cntre les equations . 

pal rt^y — a^ a^ = o , a^ =0, a^. a,^y — o, 

^l^d*y+^^X^fiy^d^y + ^^dy = O, 

ay affty -{-8 ay a^y a^i^y H- 1 2 « 3/ ^d}y + 6 ^^- « 5"^ = o 

et entre Vequation exprimant que le point x est sitae sur une 
indme conique que y et les quatre points ^uoisins dey (cette Equa- 
tion pouvant ^tre Ecrite de la maniere connue sous la forme d'un 

determinant k termes de six facteurs. Pour p = I ^ on obtient 

a%ay 

ainsi une courbe du vingt-cinquieme ordre qui se decompose en 
vingt-cinq droites, savoir les vingt-cinq lignes qui joignent N = o 
aux points de contact des coniques passant par x. 

C*est ainsi que Ton pent Elablir d'une maniere complete, a Taide 
de la th^orie des fonctions elliptiques, les Equations algEbriques 
auxquelles conduisent les problEmes de contact dont nous nous 
sommes occupE plus haut. Mais on peut traiter de la mEme ma- 
niere les Eliminations qui conduisent k la determination des cou- 
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pies de points de Steiner, car elles m^nent aussi k la division des 
fonclions elliptiques ; tons les points u qai forment avec c un 
couple r^pondant au nombre n ont ^t^ d^termin^s (p. 3yi ) par 

tf ^ f H — [ptv -f- ^W'' ). 

11 est seulement k remarquer ici que cette condition est ind^pen- 
dante de Fargument Uo ; mais on peut toujours, pour plus de sim- 
plicity, faire coincider le point s^ avec le point compl6tement 
arbitraire N = o, c'est-i-dire prendre 9 = Uo (p. 4^6)* Si nous 
d^signons main tenant par j^i les coordonn^es de v^ par Zi celles de 
u, il est imm^diatement visible que la division en n parties de la 
foDCtion p{u) repr^sente le r^sultat de T^limination des grandeurs 
xj**, jcj-^', . . . , xj.^"\ Zi entre les Equations suivantes : 

(«<»x(»)jr) = o, (x(^)x(^^x) = 0, ...» (x(*«-«^x{«")r) = o, 
(x(*^xC»)z)=:0, (x(*)x(»)z) = o, . ., (ar(*'Ox(»)«) = 0, 

fl^(i) z= o, a%{*) = o, . . . , alitm) z= o, 
al = o, f»«itf, — «!««= o. 

L'^quation finale relative k ce probl^me se distingue done de 
r^quation correspondante relative aux probl^mes de contact par 
cette circonstance que la fonction p(nu) ne depend pas des fonc- 
tions p{rnuo), mais uniquement (pour v=zUq) de la quantity 
p{uo). 
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Cayleyenne d'ane cubique generale, 2)4* 

245, 284, 298. — Decomposition en 

trois points, 292. 
Cayleyenne d*une cabique a point double, 
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Couples de p6lcs sur une cubique , 208, 

"338, 363, 371, 38o. 
Courbe adjointe, i35, i}2, 1^6. 
Courbes bipartites et unipartites du troi- 
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tension du princlpe de correspondance, 
162; — ordre, 161; — manidre dont 
elle M eomporte aux points exception- 
nels, 1 6a. — Exemples, i54. 

Courbes du second ordre on de la se- 
condeclasse, 116 et suiv., 189, a48, 370. 

Courbes fondamentales, 198. 

Courbe d'Hermite, a48, a5i. 

Courbes inscrites et circonscrites harmo- 
niquement (ou en situation rdunie), 
107. 

Courbe de latitude, 370. 

Courbe meridienne, 370. 

Courbe de la troisi^me classe, a4o; — 
degeneration, 354* 

Courbe du troisieme ordre, aao, 353 f — 
k point double, 328 ; — k point de re- 
broussement, 35 1; — se dicomposant 
en une conique et une droite, 348; — 
se d^composant en trois droites, 35 1. 

Courbes singuliires, ii5 

CoTariant, 282. 

Cramer, 12, 36, i3i, 224. 

Cremona, 76, 90, 93, io3, ii^, i33, 192, 
202, 220, 267, 269. 

Cubique equlanharmonique, 326. 

Cubique harmonique, 326, ^ii, 

Cubique imaginaire, aai, 

Degre d*utt syst^me de groupes de points, 

1 36. 
Derscb, 65. 

Determinant ou covarlant hessien , 10. 
Determinant facteur symbolique d'un in- 

Tariant fonctionnel, 282. 
Determinant fonctionnel, 179, note; voir 

auBsi Jacobienne. 
Dewulf, 192. 
Discriminant d'une courbe, i3; — d'une 

cubique, 3o8. 
Distribution parametriqae sar une courbe 

du troisieme ordre, 366; — de la troi- 

sieme classe, 367. 
Division des fonctions elliptlques, 364, 

425, 43i* 
Droite harmonique dans les cubiques, 

226, 241, 324. 
Durege, 220, 269, 329. 



Ellipse, 367. 
Euler, i3i. 

Equation de Hesse,. 427, note. 
Equation d'une courbe en eoordonn^es- 
lignes, 5 ; — d'une cubique, 378, 380. 

Faisceaux de courbes, 93. 

Faisceaux projectifs, 95. 

Faisceau syzygetique de cubiques, a3o, 

289. 
Fonction H, 390. 
Fonction B, 390. 
Fonction />, 4a2. 
Fonctions elliptiques, 356, 4x8- 
Forme binaire cubique, 334* 
Forme canonique d'une cnbiqne, a35, 

3 10; — d'une cubique k point double, 

334 ; — d'une cubique k point de re- 

broussement, 343. 
Forme d'une courbe dans le Toisinage 

d'un point, 44- 
Forme d'une courbe du troisidme ordre. 

222, 223, 345 ; — d'une courbe de la 

troisieme classe, a}3. 
Formes ternaires cubiques, 277, 3o4- 
Fouret, 128. 

Formules de contact, 171, 187. 
Formules de correspondance, i53. 
Formules de Plucker, 56, 63. 

Genre d'une courbe, 65, i34 ; — sa eon- 
serration dans lea transformations nni- 
determinatires, 170, ao8. 

Genre de deux courbes rapportees multi- 
determinatiTement I'nna k I'autre, 168; 
— d'une courbe de troisieme elMse> 
243. 

Gent, 382. 

Geometric du nombre, ii4* 

Geometric sur une courbe, i3o; — sor 
une cubique, 358, 355 ; — sur one cu« 
bique k point double, 336; — car uae 
cubique k point de rebronssement, 355. 

Gordan, i3i, 354* 278, 347; 'voir aassi 
Clebsch et Gordan. 

Grassmann, 370, 376, 370. 

Groupe temaire d'inflexion, 38a, note. 

Groupes coresiduols, i38 

Gundelflnger, a48, 278, 3 10, 34a, 347* 

Halphen, 49* 69, ia3, ia8, aio, ai6, ai8. 
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Hamburger, ai5. 

Haroack, a34, a63, SaS, 870, 38o. 

Hermite, a48, 36o, 890, 4x9* 

Hease, 11, 64, 97, aaoi aSo, a59i 35 1, 37a, 
437. 

Heiaienne, 11, 18; — hesaienne d'an r^ 
aeaa, loa; -^ comment elle ae com- 
porte auz pointa aiDguliera, a7, 39, 3o, 
7a; — aingularit^ 77, 97. 

Heaaienne d'uue courbe du troiaiime 
ordre, aa5, 387; — d^compoaition en 
troia droitea ; — heaaienne d'une courbe 
da troiaiime ordre k point double, 334 > 
-^ d'une courbe k point de rebroua- 
aement, 3o, 343; — d*une courbe de 
trolai^me claaae, a43. 

Hjpocyclolde, 389, note. 

tgel, 334. 

Invanant abaolu d'une cubique, a65, 3a6; 

— d'une tranaformation Cremona, ao3, 

note. 
Inmriant d'une forme ternaire cubique, 

a83, 395, 8 1 a, 3a6« 

Jacob], 64, i3i. 

Jaoobien ; — voir Determinant fonction- 
nel. 

Jacobienne, 96, 101, 179, aoo; — d'un 
reaeau de courbea du aecond ordre, 
a48; — d'un rdaeau tangentiel de 
courbea de aeconde claaae, a5i. 

Jonquiirea (de), 96, io3, i]4i 170, aao, 
376, 

Kiepert, 43a, 4a5, 437. 

Klein, aa3, a34, 366. 

K5nigaberger, ai5, 36o et aui?., 4^4 » 437* 

Ligne double, ii6. 

Lignea inflezionnellea, aa8, a38, 806. 

Loi de rteiprocite de Brill, 175. 

Madaurin, aao, aa8, a59, 370. 

Magnua, 189. 

Maillard, 139. 

M5biua, aa4* 

Module de periodicity, ifoir Periodea. 

MulUplidte, 1 36. 

Newton, 36, aa4. 



N5ther. 3i, 45, i4o, ao7, a 10; voir auaai 
Brill et N5ther. 

Ovale d'une courbe du troiaiime ordre, 
aa3; — d'une coarbe de la troialAme 
claaae, a4a. 

Pain Yin, 114. 

Paramdtre d'un ayatime de courbea, ti4. 

P^riode d'une coarbe du troiaiime ordre, 
359. 

Piriode dea int^gralea elliptiqaea, 358. 

Perrin, 66. 

Piacker, 8, 11, 5a, 56, 65, i3i, i34, 189, 
aao, aa4f a35. 

Pointa conjuguda aur une cubique, ai4» 
ai5. 

Point double d'une conique, 116; — 
d'une cubique, 8a8; — d'une courbe C., 
la, aa. 

Pointa exceptionnela d'une correapon- 
dance, 147. 

Point isoie, aa. 

Pointa d'inflezion en general, 8, 11, 3a, 
56; ^leura propriet^adana lea cabiquea, 
aa6, a3i, a88, 8o4, 874, 4a6; — leur 
determination dana cea courbea, aa9, 
a4o, 8o5, 364, ^Qi* 

Pointa d'in flexion r^ela dea courbei du 
troiaidme ordre, aaa, a35. 

Pointa d'interaection d'une cubique et 
d'une droite, 86a, 421; — d'une cu- 
bique et d'une conique, 38a ; — d'une 
cubique et d'une courbe d 'ordre /r, 388, 
885, 898 ; — d'une courbe C^ et d'une 
courbe C,, i3o, i35. 

Pointa multiplea, 38, aio; — communs a 
deux courbea, 45. 

Pointa de ramification, ai5. 

Point et tangente de rebrouaaement. 
1 5, aa, 33; — d'une courbe de troi- 
ai^me ordre ou de troiaiime claaae, a42, 

a47« 34 1* 
Point de rebrouaaement de aeconde ea- 

pdce, 43. 
Point tangentiel, a6a, 4 10. 
P61e et polaire dana lea courbea, 3; ~~ 

dana une cubique, aa4 ; — manierc 

d'etre aux pointa ainguliera, a4, 70. 
P6Iea conjuguda, a49* 
Poloconique, 378, 387. 
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Polygenes inscrits k uno cubique, SSg, 

345. 
Polygones de Steincr, 3^0, 372, 4^7* 
Procdde de Grassmann, 273. 
Puiseux, 36. 

Rapport anharmonique d'une cubique, 
a63, 325, 357. 

Reduction d'une cubiqoe k la forme ca- 
nonique, a35 ct suiv., 317. 

Relations ^quianharmoniques dans 1e sys- 
teme des points d'inflexion d'une courbe 
du troisidroe ordre, a34« 3o6. 

Representation parametrique d'une cu- 
bique, 358, 388, 4^3 ; — d'une cubique 
k point double, 336 ; — d'une cubique 
a point de rebroussement, 345. 

Reseaux dc coniques, io5, 25o. 291 ; 322, 
note. 

Reseaux de courbes C„, loi ; — ayant un 
point d'intersection mobile, 195. 

Residu, residue!, 137. 

Resultant de trois formes ternaires, i3; 
— de trois coniques, 256. 

Riemann, 65. 

Rosancs, 107, 19a, 207, 248. 

Rosenow, 334, ^4^* 

Salmon, i3, 85, 108, ii3 et suiv., 127, 

i38, 220, 263, 324. 
Schrdtor, 260, 275. 
Schubert, 355. 

Singularites dans les courbes, 60. 
Smith, ai5. 
Staudt (von), 223. 
Steiner, 76, 189, 37a. 
Steineriennc, 76, io4 ; — ses singularites, 

87. 

Stolz, 33. 

Sylvester, i3, i38, 35 1. 
Systdmes de coniques, 116. 
Systdmes de courbes, 91, 114. 
Systdroes de groupes de points, i36; — 
lin^aircs, 142. 



Tactinvariant, 84. 

Taylor, 270. 

Tangente k une cubique, aaS, $26. 

Tangente d*une courbe C,, 5 ; — en un 
point multiple, i4i 16. 

Tangente double, 53, 61. 

Tangentes imaginaires d'une coorbe de 
secondc classe, 367, 369. 

Tangentes d'inflexion, 8, 58; — dans les 
cubiqucs, 3o6, 324 > ^ole 2. 

Tangentes multiples, 53. 

Thdordmo d'additlon des fonctlons ellip- 
tiques, 36o, 390. 

Th^oreme d'Hermite, 390. 

Theordmc de Pascal, i33. 

Theoreme du reste, 137. 

Trac^ d'une conique, d'apres Grassmann, 
270; — d'une courbe C,, par faisceanx, 
95 ; — d'une cubique. d'apres Schroter, 
260, a55; — d'apres Grassmann, 372, 
275, 371 ; — d'apr^ Chasles, 268, 275. 

Transformation Cremona, ou transfor- 
mation rationnelle, 192; — son rem- 
placement par des transformations qua- 
dratiques, 207. 

Transformation d'une cubique en elle- 
mdme. 234. note. 

Transformation quadratique, 189, 207. 

Transformation uni- determinative, 188. 

Triangles inQexlonnels, 228, 239, 3o5, 
3io, 438. 

Trisection des fonctions elliptiques, 364, 
426. 

Types conlilguratifs d'une courbe du troi- 
sidme ordre, 223 ; — d'une courbe da 
troisidme classe, 242; — d'une courbe 
dans le voisinage d'un point, 44- 

Valeur multiple d'un point dans une 
correspondance, i48. 

Weber, 170. 
Weierstrass, 422* 

Zcuthen, 77, 109, ii4, 127) 129, 168, 223. 



FIN DE LA TABLE ALPHAB^IQUE. 



ERRATA. 



Page 25, ligne 8 en remontant, au lieu de ci-dessus, lUez ci-dessous. 

Page 91, ligne i3j an lieu de sur les systemes des courbes, lisez sur les systemes de 
courbes. 

Page io.{, ligne 12, an lieu de 3(r — i), lisez 3r ~ i. 

Page i35, note; page i48, note; page i63, note; page ig'i, lignes 6 et 27, au lieu de 
uniToqnes, lisez uni-determi natives. 

Page 4^3, aprte la formule (73), ajoutez : Elle est caracterisee par celte circonstance 
qu'elle depend, sous une forme relatWement rationnelle, des invariants S et T 
de la courbe, et que son iutroduction ne suppose pas la resolution de I'^qua- 
tion cubique ^(x) = o. 



Tome 1, page 368, lignes 28 et 29. Les mots inscrite ct cireonscriee doivent 6tre 
intervertis. 



Parts. — Imprlmerta de GAoriuR-ViLLAfts, qualdes AUBaftins, s&. 
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